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Introduction

Dans cette section on considére que f ne dépend pas de t et est toujours localement

lipschitzienne de R™ dans R"™. On considére alors le systeme suivant

X'(t) = F(X(1)), (3.1)
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et le probleme de Cauchy associé, pour X© € R”,

X'(t) = f(X(1), 0<t<+oo, (3.2)
X(0) = Xo.

Définition 3.1.1. Soit a € R". Le point a est point d’équilibre du systeme X'(t) = f(X (1))
st la fonction constante et égale a a est solution de ce systéeme. Elle est donc solution de
(3.2) avec Xo = a. (On dit aussi que la fonction constante et égale a a est une solution

stationnaire du systéme. )

Remarque 5. Bien str, une condition nécessaire et suffisante pour que le point a soit point

d’équilibre est que f(a) = 0.

Définition 3.1.2. Soit a € R™ un point d’équilibre du systéme ( 3.1 ).

1. On dit que a est un point d’équilibre (uniformément) stable de (3.1 ) si pour tout

e > 0 il existe 6 > 0 tel que

Le probleme (3.2) a une solution globale notée X

Xo—all <d=
1%o = al et sup || X(t)—a| <e.

te[0,+o0[

2. On dit que Xy est instable si Xy n’est pas stable.

3. On dit que Xq est asymptotiquement stable si X est stable et si il existe 6 > 0 tel que

Le probleme (3.2 ) a une solution globale notée X
HXO — GH é o —
et lim [|[X(t) —al =0.
t——+o00

Dire que le point d’équilibre est uniformément stable revient a dire que si [’on part suffi-
samment proche de ce point d’équilibre, on reste proche de ce point d’équilibre (c’est I’exemple
du pendule). Dire que le point d’équilibre est asymptotiquement stable revient a dire que si
l’on part suffisamment proche de ce point d’équilibre, on tend vers ce point d’équilibre quand
t — 400 (c’est l'exemple du pendule amorti).

Dans la suite, on étude la stabilité des systemes autonomes linéaires

Systémes autonomes linéaires
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Soit A € M, (R), on consideére le systéme suivant :

X'(t) = AX(t),t >0 (3.3)

La fonction identiquement nulle est solution de (3.3). Autrement dit 0 est un point (de
R™ ) d’équilibre pour le systéme (3.3 ) (on dit aussi que O est un point stationnaire). Cette
solution est-elle stable ou instable ? La réponse est apportée par le théoréeme suwivant, dont la

preuve sera donnée a la fin du chapitre.

Theoreme 3.2.1. (Stabilité d’un systéme différentiel linéaire)
Soit A € M,(R). On note Sp(A) l’ensemble des valeurs propres de A. Si \ est une valeur

propre de A, on note R(\) sa partie réelle. On distingue plusieurs cas :

1. SiVX € Sp(A), R(N\) <0, alors 0 est stable et méme asymptotiquement stable.

2. Si 3\ € Sp(A) tel que R(X) > 0, alors 0 est instable.

3. SiVA € Sp(A), R(\) <0 et il existe A € Sp(A) avec R(\) = 0, alors on distingue
deux sous-cas (on rappelle que mg(\) (resp. my(N)) désigne la multiplicité algébrique
(resp. géométrique) d’une valeur propre X ) :
a) StV e Sp(A) tel que R(A) =0 on a my(X) = my(N), alors 0 est stable, mais non

asymptotiquement stable.

b) St 3N € Sp(A) tel que R(X) =0 et my(N) > my(N), alors 0 est instable.
Exemple 3.1. (Un cas 2 x 2 ). Soit le systéme
#4(0) = aa(t).£ > 0
xh(t) = —x1(t),t > 0,
qui s écrit
X' = AX

avec
0 1

-1 0

A:

Le polynome caractéristique associé a A est Po(1) = 12+1. Les valeurs propres sont donc
A = +i. On est dans le cas 3a du théoreme 3.2.1. le point d’équilibre 0 est stable mais n’est

pas asymptotiqguement stable.
La prochaine section est consacré a l’étude des systemes autonomes non linéaires
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Systémes autonomes non linéaires

Nous allons étudier la stabilité d’un point d’équilibre du systéme non-linéaire suivant

X'(t) = F(X(1), t>0. (3.4)

On suppose que f € C*(R™) et f(a) = 0 pour un point a € R". (A vrai dire, on a
simplement besoin dans la suite que f soit de classe C* dans un voisinage de a ).
Le point d’équilibre a est-il stable ou instable ?

D’apres la définition de la dérivée d’une fonction, sin =1,

f(@) = f(a) + (x — a)f'(a) + |z — ale(),

avec lime(x) = 0. Sin > 1 on a, de maniére similaire,
r—a

f(X) = fla) + A(X —a) + [[ X — ale(X),

ol )l(lm e(X) =0 et A est la matrice jacobienne de f au point a.
—a
(On rappelle que Uapplication y — Ay est la dérivée de f au point a.)
Prenons par exemple n = 2. On note f, et fo les deux composantes de f et xy et xo les

deux composantes de X, de sorte que

£1(X) D) 2B
e e T T
fQ(X) af? an

a—xl(a) 8_332(a)

On note A = Jy(a) la matrice jacobienne en a de f. Sia est un point d’équilibre de (5.4),
on a f(a) =0 et
f(X) = fa) +AX = a) + [|[X — al|e(X)
~~

=0

On pose X —a =Y, on a alors :

fY +a)=AY +Ye(Y), limeY)=0

Y—0

Le systéme (3.4) devient, avec g(Y) = Ye(Y),

Y'(t) = AY (t) + g(Y (¢)) (3.5)
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Ceci permet de ramener 'étude de la stabilité du point a pour le systéme (3.4) a l’étude

de la stabilité de 0 pour le systéme (3.5).

Theoreme 3.3.1. (Stabilité du systéme non linéaire par l’étude du systéme linéarisé)
Soit f € CL(R™) et a € R" tel que f(a) = 0. On considere le systeme différentiel non

linéaire autonome (3.4). On note A = J¢(a) la matrice jacobienne de f en a.
1. SiVA € Sp(A),R(N) <0, alors a est asymptotiquement stable.
2. Si 3\ € Sp(A) tel que R(X) > 0, alors a est instable.

3. SiVA € Sp(A), R(\) <0 et il existe A € Sp(A) avec R(N\) = 0, on ne peut pas conclure
par U'étude de J¢(a).

Démonstration. Nous donnons ici seulement la démonstration pour n = 1. Elle est beaucoup
plus simple que celle du cas n > 1. Supposons donc n = 1, la matrice jacobienne de f au

point @ est alors le nombre réel f'(a) (identifié & un élément de M;(R) ).

1. Premier cas: f’(a) < 0. Le premier cas du théoréme 3.2.1 correspond a f’(a) < 0. Dans
ce cas, il existe dp > 0 tel que f/(z) < 0 pour tout z tel |a — z| < dy. Par le théoréme
des accroissements finis, il existe 6 entre a et z tel que f(z2) — f(a) = f'(0)(z — a).

Comme f(a) =0, on en déduit

f(z)=f(2) — fla) >0sia—3dy <z <a, (3.6)
f(z) =f(2) — fla) <0sia<z<a+d. (3.7)

Soit z la solution maximale de (3.4) correspondant a la condition initiale z(0). Si
a— 9y < z(0) < a, la fonction x commencera par étre strictement croissante, grace a
(3.6) (et 2'(t) = f(x(t)) ), et restera strictement croissante tant que z(t) < a. Mais
comme la fonction constante égale a a est solution de (3.4), il est impossible qu’il existe
t tel que z(t) = a. On en déduit que la solution x est globale et que a — §y < z(0) <
z(t) < a pour tout t €]0,+00[. Si a < z(0) < a+ dp, un raisonnement analogue,
utilisant ((3.7)), donne que x est strictement décroissante et a < z(t) < z(0) < a+d

pour tout ¢ €] 0, +o0].

Ceci montre la stabilité de a. En effet pour tout ¢ > 0, il suffit de prendre § =

min {e,dp} et on obtient

|z(0) — a] <0 = |z(t) — a] < e pour tout t > 0.
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Pour montrer la stabilité asymptotique de a, on remarque que si |z(0) — a| < dy,
la fonction x(t) est monotone bornée. Elle a donc une limite en 400 notée c. Cette
limite appartient a l'intervalle Ja — dg, a + & [. En remarquant que pour tout ¢ > 0,
il existe 0; € [t,t + 1] tel que x(t + 1) — z(t) = 2/ (6;) = f(x(6;), on en déduit que
f(c) =0, ce qui prouve que ¢ = a (en effet, grace a (3.6), (3.7) a est le seul point de
I'intervalle Ja — g, a + dg[ ot f s’annule). Ceci montre bien la stabilité asymptotique

de a.

2. Second cas : f’(a) > 0. Un raisonnement analogue au précédent nous donne 'existence
de 9y > 0 tel que
f(z)=f(z) = fla) <Osia—dy < z<a, (3.8)

f(z)=f(z) — f(a) >0sia<z<a+ . (3.9)

Soit z la solution maximale de (3.4) correspondant a la condition initiale (0). Cette

solution est définie sur l'intervalle [0, T,,,[. On va montrer que si z(0) # a,

sup |z(t) — al > dy.
t€[0,Tm |

(Ceci montre bien I'instabilité de a.)

Il suffit, bien sir, de considérer le cas ou |z(0) — a| < dy. (Car |z(0) — a|] <
S |z(t) — al.)

Sia—dy < x(0) < a, la fonction x commencera par étre strictement décroissante
grace & (3.8) (et a'(t) = f(x(t)) et restera strictement décroissante tant que a — &y <
x(t). 11 est impossible que a — 0y < z(t) pour tout ¢ € [0,7,,[ car on aurait alors
T,, = +oo (car il n’y aurait pas explosion en T,, ) et (comme dans le premier cas) on
aurait lim;_, o 2(t) = c avec a — 6y < ¢ < a et f(c) = 0 en contradiction avec (3.8).
Ceci montre qu'il existe ¢; > 0 tel que x (t1) < a — dy et donc sup,ejo 7,1 [(t) — a| >
|z (t1) — a| > do.

On peut d’ailleurs aussi remarquer que z(t) < a — dp pour tout ¢ > t; (ceci peut se
montrer par l'absurde, si ¢5 est le premier point aprés t; pour lequel x (t3) = a — dy,
on a alors 2’ (t3) > 0, mais 2’ (t2) = f(z(t2)) = f(a — ) < 0 grace a (3.8). Clest
donc impossible).

Un raisonnement analogue peut étre fait si a < x(0) < a + dy.

Il donne aussi sup,¢(y [2(t) — al > . On a bien montré I'instabilité de a.
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Ceci termine la démonstration du théoréme 3.2.1 dans le cas n =1

Preuves des théoremes de stabilité

A€ My(R) et a = 0. Le systeme considéré est alors le systeme (3.3). On étudie la

stabilité de la solution d’équilibre X = 0. On rappelle que par définition,

1. 0 est stable si :

Ve > 0,35 >0 tel que | XV <5= sup |X()] <e
te[0,+o00[

2. 0 est asymptotiquement stable si 0 est stable et lim || X (¢)|| =0

t—4o00

3.4.1 Preuve du théoreme de stabilité linéaire

On étudie ici le probleme (3.8). L’objet de cette section est de donner la démonstration

du théoreme 112 dans le casm =1 et n = 2. Nous utiliserons les notations sutvantes :

T1
Ac Mn(]R)a X = )

Tn

| X = max {|z;|,i € {1,...,n}}, |4 =max{|A4:;]|.7,75€{L,....,n}}.

Nous allons d’abord traiter le cas n = 1 (qui est simple) puis le cas n = 2 (qui contient

Uessentiel des difficultés du casn > 1 ).

Cas linéaire, une seule équation (n=1)

Supposons dans un premier temps que n = 1. Le probléeme s’écrit (pour a et (9 donnés) :

(3.10)

La solution de (3.10) est x(t) = wge™.

1. Sia <0, alors |z(t)| < |zo| et 0 est donc solution stable (uniformément).
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2. Sia< O,tli+m x(t) =0 et 0 est donc solution asymptotiquement stable.
—+00

3. Sia>0,z0#0 alors sup |z(t)] = +oo, l'équilibre 0 est donc instable.
t€[0,4o00[

Cas linéaire, systeme : n = 2

On considére le probléme de Cauchy associé au probléeme (3.3), qui sécrit :

X'(t)=AX, t>0
(3.11)
X(0) = X
A partir de maintenant, on suppose n = 2 et on note A1, Ay les deux racines du polynome

caractéristique de A (avec éventuellement \y = Xy ). On étudie successivement les trois cas

du théoréeme 3.2.1 .
Cas 1, R(\1) <0,R(X2) <O.

Nous allons démontrer ici, en distinguant trois sous-cas, que 0 est asymptotiquement

stable.

1. Cas ou A diagonalisable dans R. Il existe donc A\, Aa € RyA\ < Ay < 0 et {1, 92}
base de R™ tels que

A<P1 = )\1<P1, A902 = /\2902-

La solution générale du systéme (3.11) est
X(t) = XDt + e XD) avee XV (t) = eMtpy,  XD(t) = eMty,

On a donc
La solution de (3.11) est X(t) = M(t)M(0)~'X(0). (Noter que la matrice M(0)

est bien inversible car p1, o sont linéairement indépendantes).

Lemme 3.1. (Bornes sur la solution). Avec les notations précédentes, on a
(a) [|M(t)|| < ce?t, et ¢ >0 ne dépend que de ¢y et pq
(b) X ()] <b||X(0)]|e*" et b> 0 ne dépend que @y et s

En posant 6 = /b on obtient la stabilité ( comme tliin | X (t)]] =0, on obtient méme la
—>+00
stabilité asymptotique.
2. Cas ou A est diagonalisable dans C et non dans R. Dans ce cas \y = a+if3, Ao = a—i3

avec B # 0. Soit ¢ =1 +ix tel que Ap = A\p. On a déja vu que {1, x} est une base
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de R?. La solution générale du systéme (5.11) est
X(t) = e XI(t) + . X (1)
avec
X(l)(t) = e*(cos(Bt) — sin(Bt)x), xX® (t) = e*(sin(Bt)1p + cos(Bt)x)

On a donc X (t) = M(t)C avec

La solution de (3.11) est X (t) = M (t)M(0)~'X(0). (Ici encore, on peut noter que
la matrice M(0) est bien inversible car 1, x sont linéairement indépendantes).

Un lemme analogue au lemme 3.1 est peut étre démontré de maniére similaire.

Lemme 3.2. (Bornes sur la solution). Avec les notations précédentes, on a
(a) ||M(t)]| < ce™, et ¢ >0 ne dépend que de p1 et oo
(b) || X (t)|| <b|X(0)|[e** et b> 0 ne dépend que py et o

Comme o < 0, on obtient la stabilité en posant § = £/b. Puis, Grace 4 o < 0, on obtient
méme la stabilité asymptotique.

3. Cas ou A est non diagonalisable. Si A est non diagonalisable, cela signifie que A\ =

Ay =X € R et que mg(X) = 2,my(N) = 1. La solution générale du systéme (3.11) est

alors
X(t) = XD + e XD(t) avee XV (1) = My, XD (1) = My + ty),

ot Ap est un vecteur propre associé a A, i.e. Ap = Ay, et 1 est un vecteur tel que
@, forment une base de Ker(A — \I)? (et donc ici une base de R?* ). On a ici encore

X(t) = M(t)C avec

c t At At
C=|" ] MW= Murtp) | =¥ [Fp Xty
(&)

La solution de (3.11) est toujours X (t) = M(t)M(0)~'X(0). Comme X\ < 0, les
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fonctions t — e et t — te sont bornées sur Ry. On en déduit que |M(t)| < ae®
avec a ne dépendant que de ¢, et X. On a également || X (t)|| < be® || X (0)]|| avec b
ne dépendant que de @, et X. Ceci donne la stabilité asymptotique de 0.

Cas 2 : il existe A € Sp(A) tel que R(\) > 0. On distingue les cas A € R et A € C.

1. Cas X € R. Soit o € R?, 0 # 0 tel que Ap = N\, de sorte que la fonction définie par
XW(t) = My est une solution de (3.11).
Pour tout € > 0, la fonction X (t) = ceMy est la solution de (3.11) avec la donnée
initiale X (0) = eg.
Comme sup, ||eX(t)|| = +oo et que ||X(0)| est arbitrairement petit, ceci montre

que 0 est un équilibre instable.

2. Cas A € C (et non dans R ). Supposons maintenant que X soit complexe : N\ =

a+if,a >0, 5#0. Soit ¢ tel que Ap = \p, o = +ix. La fonction
XM (t) = e™(cos(Bt)y) — sin(5t)x)

est solution de (3.11). On utilise maintenant le fait que v # 0. Pour tout € > 0, la
fonction X (t) = ee*(cos(Bt)y — sin(fBt)x) est la solution de (3.11) avec la donnée
initiale X (0) = e. On a alors :

sup e X (1)]] = +oo, eX (O)l} < e[y

Ceci prouve que 0 est un équilibre instable.

On peut supposer sans perte de généralité que R (A1) = 0. (Noter qu’il est possible que
A= M\a.)

1. Cas 3(a) : VA € Sp(A) tel que R(A) = 0 on a ma(X) = my(N). St Ay # A2 on a
donc aussi mg (Ag) = my (A2) (plus précisément mg (A2) = mg (X2) =1 ). Si Ay = Ao
(c’est-a-dire my, (\1) = 2 ), on a alors m, (A1) = my (M) = 2. La matrice est donc
toujours diagonalisable (dans R ou C ). On a profité ici du fait que n = 2 (pour
n > 2, la situation serait un peu plus complexe). On distingue maintenant les cas A
diagonalisable dans R et A diagonalisable dans C.

(a) Cas A est diagonalisable dans R. Comme A\, s € R, la solution générale de

(3.11) est donnée par les fonctions XV et X@) (avec Ap; = \ipi, i # 0,4 = 1,2
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X(l) <t) — ekltgpl X(2) (t) — 6)\2t(’02

On a donc M(t) = [ Mt eMtp, ] et, comme \; < 0 pour i = 1,2, il existe a
et b ne dépendant que de p; et ps tels que ||M(t)]] < a, et || X (2)] < b||X(0)|| pour
tout t > 0. Le point 0 est donc un équilibre stable. Mais 0 n’est pas asymptotique-
ment stable car A\y = 0 et donc, pour tout € > 0, la fonction constante égale a ep,
est solution de (3.11).

(b) Cas A est diagonalisable dans C (et non dans R ) Supposons maintenant que
M =a+if =if et Ay = a— i = —if (avec  # 0 ). Avec les notations

habituelles, la solution générale de (3.11) est donnée par les fonctions

XW(t) = cos(Bt)y —sin(Bt)x X (t) = sin(Bt)y + cos(Bt)x

On a donc : ||M(t)|| < a, avec a ne dépendant que de 1, x et || X (¢)|| < b]|X(0)]]
avec b ne dépendant que de ¥, x. Il y a équilibre stable en 0. Par contre, comme

dans le cas A diagonalisable dans R, 0 n’est pas asymptotiquement stable.

2. Cas (3B) : 3N € Sp(A) tel que R(N) = 0 et my(A) > my(N). Dans le cas n = 2
considéré ici, ce cas correspond a 0 € Sp(A) et my(0) = 2,my(0) = 1. La solution

générale de (3.11) est donnée par les fonctions

X0 = XO@) =+t

avec @, € R?, non nuls. La fonction XM est bornée mais SUD;cp, | X@ ()] = +oc.
Il y a donc équilibre instable en 0 , car ||eX®(0)| = |e||[¢] est aussi petit que Uon
veut (et mon nul) alors que Supcp |eX@(#)|| = +oo pour e # 0.

Exemple 3.2. (Pendule pesant linéarisé).

Considérons a nouveau ’exemple du pendule pesant linéarisé. On rappelle que ’équation est

z"(t) + x(t) = 0,t > 0. (3.12)
On pose x1(t) = x(t),z2(t) = 2/(t), X(t) = n(®) et A = vl . L’équation (du
(1) -1 0

second ordre) (3.12) se raméne donc au systeme X'(t) = AX. Les valeurs propres de la
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matrice A sont +i. On peut retrouver ce résultat directement, les solutions du systéme sont
z1(t) = acost + Bsint  x9(t) = —asint + fcost, o= x1(0),5 = x2(0)

On a alors : || X (t)]] < |a|+ |B8] < 2[|X(0)|| pour tout t. Ce qui prouve la stabilité de O .

On passe maintenant a la théoreme de stabilité dans le cas non linéaire.

Preuve partielle du théoreme de stabilité, cas non li-
néaire

On se place maintenant sous les hypotheses du théoreme 3.2.1 et on considére le systeme
différentiel non linéaire (3.4), et a € R™ tel que f(a) =0. Le cas n =1 a été démontré dans
le cas précédent. On va s’intéresser ici au cas n = 2 (qui contient ’essentiel des difficultés
du casm > 1 ) et on ne démontre que l'item 1 du théoreme, c.a.d. que si R(N\) < 0 pour tout
A € Sp(A), alors a est asymptotiquement stable. En posant Y = X — a 'équation sur'Y est
Y'(t) = f(Y(t)+a) = WY (t)) avec h définie par h(z) = f(z2+a). (Noter que h € C* (R, R")
car f € C*(R™,R™).) On rappelle qe l’on note Jy(a) la matrice jacobienne en a de f et J,(0)
la matrice jacobienne en 0 de h. Comme J,(0) = J¢(a), il suffit de démontrer le théoréme
13 pour une fonction f telle que f(0) = 0, avec a = 0. Comme on suppose que n = 2, on

note xy1,x2 les composantes de X, et le systeme (3.4) s’écrit

m/l(t) - fl (ml(t)7x2(t))t >0,
2y(t) = fa (21(t), 22(1)) ,t > 0.

La dérivabilité de f au point 0 donne, pour tout Z € R2,

f(Z) :\@J“QQZ“L 12]le(2) = AZ + g(Z),

=0 A 9(2)
0 0
avec A = J;(0) = 1h G ,9(Z2) =1|Z||e(Z) et lime(Z) = 0.
Of2 Ozfs 770

Le systeme (3.4) s’écrit donc X'(t) = AX(t) + g(X(t)). Noter aussi que g € C* (R?).
Par hypothése, on a R (\1) <0 et R (A2) < 0 pour Ay, Ao € Sp(A), et on veut montrer que 0
est asymptotiquement stable. On commence par un calcul semblable a celui que l’on fait avec

la technique "variation de la constante”. Soit X la solution maximale de 9.13 avec donnée
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initiale X (0) (cette solution est donc définie sur [0,T,,[). On pose C(t) = e M X(t) et on a
donc X (t) = eMC(t). On en déduit que

X'(t) = AeMC(t) + eMC'(1)
= AX(t) + g(X(t)) = AN C(t) + g(X (1))

Ceci donne que C'(t) = e g(X(t)). Comme
C(t) = /t C'(s)ds + C(0) et C(0) = X(0)

on obtient

On en déduit la formule suivante, dite formule de Duhamel :
t
X(t) = e X(0) —|—/ A= g(X (s))ds, pour tout t € [0, Tp,|.
0

Pour la suite, on suppose sans perte de généralité, que R (A1) < R(A2) = 2a < 0. en

utilisant le fait que et = M(t)M(0)7}, il existe b, ne dépendant que de @1, ps (vecteurs

propres associés a Ay et Ay ) tel que HeAtH < be®t pour
tout t > 0 (on peut par ailleurs remarquer que b > 1 ). Compte tenu de la définition de
la norme (dans R? et dans Ms(R) ), ceci donne, avec b = 2b,||e*Z|| < be™||Z|| pour tout

7 € R%. On a donc
¢
X (8)] < be[| X (0)] +/ be® || g(X (s))||ds pour tout t € [0, T,
0

On utilise maintenant le fait que g(Z) = || Z||e(Z). Comme e(Z) — 0 lorsque Z — 0, on

VE>0,36 > 0: [ X[ <d=[e(X)| <&

Soit doncé>0et0<T <T,,. Si
Vs € [0,T], [[X(s)] <9, (3.13)
on a alors, pour tout s € [0,T], ||g(X)|| < || X]|€ et donc, pour tout 0 <t <T,

t
e IX (B[ < blIX(0)]] +/0 be**[| X (s)||eds
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On applique une technique de Gronwall; en posant

o(t) = B X (0)]] + / be~ | X (s) | eds,

0

["inégalité précédente donne
' (t) = bE| X (1) ][e™" < béw(t).
On a donc @' (t) —bep(t) < 0 pour tout 0 <t < T. En posant 1(t) = p(t)e ", on obtient
(1) = (9'(5) = ebp(t) e < 0.
La fonction 1) est décroissante et donc ¥(t) < ¥(0) pour tout 0 <t <T. On en déduit
p(t)e™ < p(0) et done p(t) < b X(0) ™"

Comme || X(t)]| < eo(t), on a || X(t)| < b[|X(0)|e*e* pour tout 0 < t < T. En
choisissant € = —5; (ce qui est possible car o < 0 ), on obtient, a condition que (3.13) soit

verifice,

| X (1)|] < b||X(0)]|e2! pour tout 0 <t < T (3.14)

On va montrer maintenant que si || X(0)|| < 2, alors la condition (5.13) est vérifiée
pour tout T < T, que T,, = +oo et (3.1}) est vraie pour tout t > 0 (ce qui donne la
stabilité asymptotique de 0 ). On suppose donc que || X (0)| < %. Ceci donne, en particulier,
| X(0)|]| <& (car on a déja vu que b > 1 ). On montre par l'absurde que || X (t)|| < 0 pour

tout t < T,,. En effet, sinon on pose
T =inf{t €[0,7,[ [ X(0)] = d}.

On aT > 0 car | X(0)|| < 0 et (3.13) est vérifié. On a donc (3.14), ce qui donne pour
t =T, X(T)| < b||X(0)||ez” < &, en contradiction avec la définition de T. On a donc
montré que || X (t)|| < & pour tout t < T,,. Ceci donne d’une part que T,, = +o0 (il n’y a pas

"explosion" en T, ) et d’autre part que

| X ()] < b||X(0)]|e2" pour tout 0 < t < +oo0.
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On en déduit que 0 est asymptotiquement stable.

3.6.1 Pendule non linéarisé

Revenons maintenant a [’exemple du pendule et considérons le modeéle du pendule non
linéarisé.

2(t) + % sin(z(t)) = 0 (3.15)

Dans léquation (3.15) g correspond a lintensité de la pensanteur et € la longueur du fil,

On suppose que § = 1. On pose x1 = x et x5 = x'. Alors :

X X
X'(t) = ? x=|"

—sin (x1> )

On sait que (0,0) ainsi que (m,0) sont deuz points d’équilibre. La matrice jacobienne

sécrit :
0 1
Jr (@1, 32) =
—cos(z1) O
Six1 = x5 =0 alors J;(0,0) = dont les valeurs propres sont +i. On ne peut
-1 0
donc pas conclure avec le théoréme 3.2.1. St xy =7 et 13 =0, J;(7m,0) = , dont les

0

valeurs propres sont +£1. L’équilibre est donc instable.

3.6.2 Modeéle de Lotka-Volterra

Le systeme de Lotka-Volterra peut s’écrire :

71(t) = 2:1(1) (@ — baa(1))
zh(t) = 29(t) (—c + d (1)) .

On rappelle que a > 0,b > 0,¢ > 0,d > 0. Les points d’équilibre sont (0,0) et ( %) La

[
PR
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matrice jacobienne est :

a — bxoy —bx,
Jr(r1,22) = ;
dzo —c+dxy

a O
Sixy =19 =0 alors J¢(0,0) = , et le point (0,0) est instable. Six; = S 19 =

d
0 —c
¢ alors
CHE
S
Le polynéme caractéristique de cette matrice est \> + % = M 4-ac. Les valeurs propres sont

+iy/ac. On est dans le cas 3) du théoréeme 3.2.1 et on ne peut pas conclure.

Stabilité au sens de Lyapunov

Les solutions stationnaires constituent des états d’équilibres dont la stabilité (ou l'insta-
bilité) est importante du point de vue des applications. En réalité, un systéme physique est
toujours soumis a des perturbations, aussi infimes soient-elles, et lorsqu’on cherche des simu-
lations numériques, on fait nécessairement des erreurs de mesure ou des erreurs d’arrondis.

Dans ce chapitre, on s’intéresse a l’étude du comportement asymptotique des solutions
stationnaires (c’est-a-dire les points d’équilibres) pour des données initiales proches d’une
solution stationnaire, en faisant intervenir la théorie de Lyapunov. Celle-ci fait appel a des
fonctions particulieres au voisinage de [’équilibre, permettant de contréler le comportement

asymptotique des solutions stationnaires.

3.7.1 Exemple d’application

On commence par ’ezemple suivant qui illustre l’idée générale de la théorie de Lyapunov.

Ezemple 1 (Champs de gradient). Soit le systéme différentiel

2() = f(a(t)) (5.2.1)

ou f est un champ de vecteurs de gradient, c’est-a-dire :
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oV : Q CR" = R est une fonction de classe C* sur Q (de fagon que f soit de classe

C! sur Q).
Par définition, le gradient de V' vérifie que :

- V(e+h) = V()= D,V -h| _ 0.
1] =0 1A

d’ou :
D,V -h=(VV(x),h), VheR"

Comme la dimension est finie, on a :

VV(z) =
(@)
Soit xy un point d’équilibre pour 2'(t) = f(x(t)), c’est-a-dire f(xo) = 0, donc VV (xy) = 0,
ce qui tmplique :

ov

ijl,...,n, 8_%($0):0

C’est-a-dire que ¢ est un point critique de la fonction V.

Comme 2'(t) = f(x(t)) = =VV(x(t)), la dérivée totale de V' par rapport au temps est :

iV(fE(t)) = VV(x(t)) - 2/(t) = (VV(2(1), =VV(2())) = —[VV(z(t)|* <0, V&

dt

3.7.2 Fonction de Lyapunov
Définition 5.3.1 (Fonction de Lyapunov). Soit xy un point d’équilibre de 1’équation
différentielle autonome

(5.3.1)

et soit €2 un ouvert de R™ contenant xg.

Une fonction V : Q@ — R de classe C' est appelée une fonction de Lyapunov pour f en
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To St :

1. V(xg) =0 et V(z) > 0 pour tout x € Q\ {xo},

2. la dérivée de V' le long des solutions de (5.3.1) satisfait

SV (alt) = WV (alt) - f(a(t) <0, VreQ

Théoréme 5.3.2. Si une fonction de Lyapunov V existe pour xo dans un voisinage €2

et si sa dérivée le long des trajectoires est strictement négative, c’est-a-dire :
d
EV(m(t)) <0 VreQ)\{z},

alors xo est un point d’équilibre asymptotiquement stable.
Remarque. La condition 4V (x(t)) < 0 implique la stabilité (au sens de Lyapunov),
mais pas nécessairement la convergence des solutions vers xq. Il faut la stricte décroissance

pour garantir la convergence.

3.7.3 Bassin d’attraction

Définition 5.3.3. Le bassin d’attraction d’un point d’équilibre stable xq est I’ensemble

des points x € R" tels que la solution z(t) du systéme (5.3.1) vérifiant x(0) = x vérifie :

tlg—noo I(t) = To-

Cet ensemble est en général ouvert et peut étre strictement inclus dans le domaine de

définition de f.

3.7.4 Exemples d’application

Exemple 1. Considérons le systéme non linéaire :

7 (t) = —a1 (1) + 23(1), (5.3.4)

z5(t) = —wa(t),
On observe que xog = (0,0) est un point d’équilibre.

On définit la fonction V : R?> — R par :
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1
Vi(wy,z9) = 5@% + z3)

Alors V est de classe C' et :

V(0,0) =0, V(z1,22) >0 ¥(x1,22)# (0,0)

Calculons la dérivée de V' le long des solutions :

d
EV(x(t)) = 112 + 207 = 1y (—x1 + 25) + 2o (—29) = —2] + 1175 — 15

Ce n’est pas forcément < 0 partout, donc V n’est pas une fonction de Lyapunov stricte.
Cependant, on peut encore montrer la stabilité de l’origine dans certaines régions.

Ezxemple 2. Soit le systéeme linéaire :

' (t) = Az(t), ou A=

l’TiL' =

Prenons V(x) = (22 + x3). Alors :

1 1
2 2

%V(x(t}) =2t ATe =T (A+ ANz = —427 — 622 <0 Vo #0

Donc x = 0 est un point d’équilibre asymptotiquement stable.

Ensembles w-limites

Définition 5.4.1. Soit x(t) une solution du systéme :

définie sur [0, 4o0[. L’ensemble w(xq) appelé ensemble w-limite de xy est défini par :

w(zo) = {y € R" | 3¢, — +oo tel que x(t,) — y}.

Autrement dit, w(xg) est l’ensemble des points d’accumulation de la trajectoire x(t) quand
t — +o0.

Propriétés :
1. w(xg) est un ensemble fermé et invariant par le flot du systéme.
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2. Si la tragectoire x(t) reste bornée sur [0, +oo[, alors w(xg) est non vide.

3. Si xo appartient au bassin d’attraction d’un équilibre x., alors w(xg) = {xe}.

3.8.1 Cas de la dimension n = 2

En dimension 2, les trajectoires d’un systéme différentiel peuvent présenter différents

types de comportements asymptotiques :

— convergence vers un point d’équilibre,

— convergence vers un cycle limite (solution périodique stable),

— comportement plus complexe (mais exclu dans certains cas par des résultats de Poincaré-

Bendizson,).

Théoréme de Poincaré-Bendixzson. Soit f : R? — R? de classe C', et z(t) une
trajectoire bornée du systéme x'(t) = f(z(t)).

Alors si w(xzg) ne contient pas de point d’équilibre, c¢’est une orbite périodique (un cycle
limite).

Ce théoreme est spécifique a la dimension 2, et ne s’applique pas en dimension supérieure.

Principe d’invariance de LaSalle

Ce principe permet d’affaiblir ’exigence de décroissance stricte dans les fonctions de

Lyapunov pour conclure a la stabilité asymptotique.
Théoréme 5.5.1 (Principe d’invariance de LaSalle).

Soit f : R" — R™ une fonction continue, et x'(t) = f(z(t)) un systéme autonome. Soit

V :R"™ — R une fonction de classe C* telle que :
— V(z) > 0 pour tout x dans un ensemble compact invariant D,
— V(z) =VV(z)- f(z) <0 sur D.
Alors toute trajectoire x(t) contenue dans D converge vers l’ensemble mazimal invariant

contenu dans :

E={zeD|V(z)=0}

Conséquence. Si l'unique invariant dans E est un point d’équilibre xq, alors xq est

asymptotiquement stable.
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Exercices et solutions corrigées

et :

Ezxercice 1. Considérons le systéme :

7' (t) = —a3(t)

Solution. Le point d’équilibre est x = 0.

Prenons V(z) = %ZBQ. C’est une fonction de classe Ct, strictement positive sauf en x = 0,

SV (a(t) = 2lt) (1) = (1) <0

Donc x = 0 est un équilibre asymptotiquement stable. La solution générale est :

x(t) = S BN quand t — 400

V122t

FEzxercice 2. Systéme :

T = —x + 23
Solution. x = (0,0) est un point d’équilibre.

On choisit V(x) = (a1 + 23).

Alors :

V(z) = xy(—xy + o) + 29(—12) = —2% + 2122 — 22

Cette expression peut étre positive pour certains x, donc V n’est pas une fonction de

Lyapunov stricte. On en déduit que ’origine est stable mais pas nécessairement asymptoti-

quement stable.

Ezxercice 3. 2/(t) = Ax(t) avec A une matrice dont les valeurs propres ont des parties

réelles strictement négatives.

Solution. Soit V(z) = 2" Pz ou P est une matrice symétrique définie positive.

Choisissons P=1. On a :
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V(z) = 2T (AT + A)z

Si AT + A est définie négative, alors V(:E) < 0 pour tout x # 0, ce qui montre la stabilité

asymptotique de [’origine.

FEzxercice 4 : Systéeme de Van der Pol

Considérez le systeme :

Solution. Le seul point d’équilibre est (0,0). La jacobienne au point (0,0) est :

-1 1
-1 0
Les valeurs propres sont complexes conjuguées a partie réelle négative = stabilité asymp-
totique.

Choisissons V (x,y) = % + 4 :

av
i 22(2® — x +y) + 2y(—x) = 22 — 22?

Dans le disque D = {(x,y) | 22 +y* < 1}, on a 2* < 1, donc z* < 2> V < 0 sauf a
x=0.

Donc V' est une fonction de Lyapunov stricte dans D, ce qui implique que (0,0) est

asymptotiquement stable pour les trajectoires contenues dans D.

Ezercice 5 : Pendule simple avec amortissement

2/ (t) = v(t)
V'(t) = —kv(t) —sinz(t), k>0

Solution. Prenons V(x,v) = 3v*> + (1 —cosz). On a

av

prie v(—kv —sinz) +vsine = —kv? <0
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Donc V' est une fonction de Lyapunov stricte sur 'ouwvert Q = (—m,m) x R. L’origine

(0,0) est donc asymptotiquement stable.

Ezercice 6 : Systéme non linéaire dissipatif

2'(t) =y
y'(t) = —z+ (2* — 1)y

Solution. Prenons V(z,y) = x* + y*. Alors :

d
= 2wyt 2y(—a + (o 1)y) = 2~ 1)

Dans D = {(z,y) e R?: 22+ 2 <1}, onaaz><1=V <0 siy #0.

Donc (0,0) est asymptotiquement stable et D est un domaine invariant.

Ezxercice 7 : Systéme général dissipatif

Soit le systeme :

7' (t) = —x — 2y?
y'(t) =zy —y°

Solution. Considérons V(z,y) = 2> + ay? avec a > 0. Alors :

av
i 22(—x — 2y%) + 2ay(zy — y°) = —22° — day® + 202y — 20*

Choisissons o = 2 pour obtenir :

%
— = 22"+ 2" <0
o (x4 2y%) <

Donc V' est une fonction de Lyapunov stricte sur R?, et l'origine est globalement asymp-

totiquement stable.
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