Chapitre

EDQO's sous contrainte

Coénes Tangents

Dans ce chapitre, nous considérons certaines approximations d’ensembles qui sont trés
utiles pour la formulation de conditions d’optimalité. Nous étudions les soi-disant cones
tangents qui approchent un ensemble donné dans un sens local. Nous discutons d’abord
de plusieurs propriétés de base des cones tangents, puis nous présentons des conditions

d’optimalité & ’aide de ces cones. Enfin, nous formulons un théoréme de Lyusternik.

2.1.1 Définition et propriétés

Dans cette section, nous portons notre attention sur le cone tangent de Bouligand sé-
quentiel, également appelé cone contingent. Pour ce cone tangent, nous démontrons plusieurs
propriétés de base.

Nous introduisons d’abord le concept de cone.

Définition 4.1. Soit C' une partie non vide d’un espace linéaire réel X.

(a) L’ensemble C' est appelé un cone si

reCA>0= \xe(C.

(b) Un cone C' est dit pointé si
reC —xre(C = z=0x.
Exemple 2.1. (a) L’ensemble

R :={z € R" | z; > 0 pour touti € {1,...,n}}
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Figure 4.1: Cone. Figure 4.2: Pointed cone.

F1GURE 2.1 — Cone and cone pointe.

est un cone pointé.

(b) L’ensemble

C:={zeC)0,1] | z(t) > 0 pour tout t € [0,1]}

est un cone pointé.

En théorie de 'ordre et en théorie de 'optimisation, les cones convexes présentent un

intérét particulier. Ces cones peuvent étre caractérisés comme suit :

Théoréme 4.3. Un cone C' dans un espace linéaire réel est convexe si et seulement si pour

tous z,y € C,

x+yecC.

Démonstration.

(a) Soit C' un cdéne convexe. Alors, pour tous z,y € C, on a

1 1 1
- = _ar+-ycC
2(x+y) 2x—|—2y€

ce qui implique que x +y € C.

(4.1)

(b) Pour tout z,y € C et A € [0,1], on a Az € C et (1 — )y € C. Alors, d’aprés la condition

(4.1), on obtient :
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Ar+ (1— Ny e C.

Par conséquent, le cone C' est convexe.

Par la suite, nous définissons également les cones engendrés par des ensembles.

Définition 4.4. Soit S une partie non vide d’un espace linéaire réel. L’ensemble

cone(S):={As|A>0etse S}

est appelé le cone engendré par S.

FIGURE 2.2 — Cone engendré par S

Figure 4.3 : Cone genere par S.

Exemple 2.2. (a) Soit B(0x,1) la boule unité fermée dans un espace normé réel (X, || -|).
Alors, le cone engendré par B(0x,1) est égal a ’espace vectoriel X .

(b) Soit S le graphe de la fonction f:R — R définie par

rsinl sixz #£0,
fz) =

0 stx =0.
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Alors, le cone engendré par S est donné par

cone(S) = {(z,y) € R* | [y| < |z[}.

Passons maintenant aux cones tangents.

éfinition

Soit S un sous-ensemble non vide d'un espace normé réel (X, || - [|).

(a) Soit z € cl(S) un élément donné. Un vecteur h € X est appelé vecteur tangent a S
en 7 s’il existe une suite (x,)neny d’éléments de S et une suite (A,)nen de réels positifs telles

que

et

(b) L’ensemble T'(S,z) de tous les vecteurs tangents a S en Z est appelé cone tangent
séquentiel de Bouligand! & S en Z ou cone contingent de S en Z.

Remarquons que Z n’a besoin que d’appartenir a I’adhérence de 1’ensemble S dans la
définition de T'(S, z). Cependant, nous supposerons plus tard que z € S.

D’apres la définition des vecteurs tangents, il suit immédiatement que le cone contingent
est en fait un cone.

Avant d’étudier le cone contingent, nous présentons briévement la définition du cone

tangent de Clarke, qui ne sera pas utilisé davantage dans ce chapitre.

Remarque 2. Soit T un élément de ’adhérence d’un sous-ensemble non vide S d’un espace
normé réel (X, | - |).

(a) L’ensemble

Tei(S,z) := {h € X |pour toute suite (x,)nen

d’éléments de S avec T = lim x,,
n—o0

et pour toute suite (\,)nen de réels positifs

tendant vers 0, il existe ...}

1. M.G. Bouligand, « Sur les surfaces dépourvues de points hyperlimites (ou : un théoréme d’existence
du plan tangent) », Ann. Soc. Polon. Math. 9 (1930) 32-41. F. Severi a noté avoir introduit cette notion de
maniére indépendante (F. Severi, « Su alcune questioni di topologia infinitesimale », Ann. Soc. Polon. Math.
9 (1930) 97-108).
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FIGURE 2.3 — Deux exemples de cones contingents.

Exemple 2.3. (a) Soit B(0x,1) la boule unité fermée dans un espace normé réel (X, | -||).

Alors, le cone engendré par B(Ox, 1) est égal a ’espace vectoriel X .

(b) Soit S le graphe de la fonction f:R — R définie par

rsinl sixz #£0,
fz) =

0 stx =0.
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Alors, le cone engendré par S est donné par
cone(S) = {(z,y) € R* | [y| < [x[}.

Passons maintenant aux cones tangents.

Définition 2.1.1. Soit S un sous-ensemble non vide d’un espace normé réel (X, || - ).

(a) Soit T € cl(S) un élément donné. Un vecteur h € X est appelé vecteur tangent a S
en T s’il existe une suite (x,)nen d’éléments de S et une suite (A, )nen de réels positifs telles
que

= lim z,
n—oo

et
h = lim \,(z, — Z).

n—o0

(b) L’ensemble T'(S,z) de tous les vecteurs tangents a S en T est appelé cone tangent
séquentiel de Bouligand?® a S en T ou cone contingent de S en Z.

Remarquons que & n’a besoin que d’appartenir a l'adhérence de [’ensemble S dans la
définition de T'(S,x). Cependant, nous supposerons plus tard que T € S.

D’apres la définition des vecteurs tangents, il suit immédiatement que le cone contingent
est en fait un cone.

Avant d’étudier le come contingent, nous présentons brievement la définition du céne

tangent de Clarke, qui ne sera pas utilisé davantage dans ce chapitre.

Remarque 3. Soit T un élément de ’adhérence d’un sous-ensemble non vide S d’un espace
normé réel (X, || -|).

(a) L’ensemble

Tei(S,z) = {h € X |pour toute suite (z,)nen d’éléments de S avec T = lim x,,
n—oo

et pour toute suite (\,)nen de réels positifs tendant vers 0,

il existe une suite (hy,)nen telle que h = lim h,,,
n—o0

et T, + A\ h, € S pour tout n € N}

est appelée cone tangent (séquentiel) de Clarke a S en .

2. M.G. Bouligand, « Sur les surfaces dépourvues de points hyperlimites (ou : un théoréme d’existence
du plan tangent) », Ann. Soc. Polon. Math. 9 (1930) 32-41. F. Severi a noté avoir introduit cette notion de
maniére indépendante (F. Severi, « Su alcune questioni di topologia infinitesimale », Ann. Soc. Polon. Math.
9 (1930) 97-108).
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(b) Il est évident que le cone tangent de Clarke Tey(S, ) est toujours un cone.

(c) Siz € S, alors le cone tangent de Clarke Tey(S, T) est contenu dans le cone contingent
T(S,z).

Pour la preuve de cette assertion, soit h € Tey(S,T) donné arbitrairement. Nous choisis-
sons alors la suite spéciale (T)nen et une suite arbitraire (A, )nen de réels positifs convergeant

vers 0. Par conséquent, il existe une suite (hy,)nen telle que h = lim,, . h, et
T+ A\h, €S pour tout n € N.

On pose alors

Yn =T + \hy,  pour toutn € N

et

1
t, == — pour tout n € N.
An

Il en résulte que

yn € S pour tout n € N,
lim y, = lim (z + A\, hy,) = 7,
n—oo n—oo
et
1
lim t,(y, — %) = lim —(Z + A\yh,, — ) = lim h, = h.

n—o0 n—o0 n n—oo

Par conséquent, h est un vecteur tangent.

Figure 4.5 : Illustration of the result in Remark 4.7,(c).
(d) Le cone tangent de Clarke Tcy(S, ) est toujours un come conveze fermé. Nous mention-
nons ce résultat sans preuve. Notons que cette assertion est vraie sans aucune hypothése sur

l’ensemble S.

Revenons maintenant au cone contingent et étudions la relation entre le cone contingent

T(S, ) et le cone engendré par S — {z}.

Theoreme 2.1.1. Soit S un sous-ensemble non vide d’un espace normé réel. Si S est étoilé

(starshaped) par rapport & un certain T € S, alors il vient
cone(S — {z}) C T(S, ).

Preuve. Soit S étoilé par rapport a * € S et soit x € S arbitraire. On définit la suite
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FIGURE 2.4 — Illustration du vecteur tangent h.
(xn)nEN par
1 _ 1 1\ _
T, =T+ —(x—2)=—-x+|1—=)z€S pourtoutn e N.
n n n
On a alors
lim z,, =%
n—00

et

lim n(z, — ) =2 — 7.
n—oo

Par conséquent, x — & est un vecteur tangent, d’ou

S—{z} CcT(S z).

41
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Comme T'(S,Z) est un cone, on en déduit
cone(S — {z}) C cone(T(S,z)) = T(S, 7).

Theoreme 2.1.2. Soit S un sous-ensemble non vide d’un espace normé réel. Pour tout
xeS, ona

T(S,z) C cl(cone(S —{z})).
Preuve. Soit 7 € S fixé arbitrairement et soit h € T'(.S, z) donné. Par définition, il existe
une suite (x,)neny d’éléments de S et une suite (A, )nen de réels positifs telles que

z=limx, et h= lm \,(z, —2).
n—oo n—oo

La derniére égalité implique
h € cl(cone(S — {z})),

ce qu’il fallait démontrer.

Par les deux théorémes précédents, on obtient la chaine d’inclusions suivante pour un

ensemble S étoilé par rapport & un certain r € S :
cone(S —{z}) C T(S,z) C cl(cone(S — {z})). (4.2)

Theoreme 2.1.3. Soit S un sous-ensemble non vide d’un espace normé réel (X, ||-||). Pour

tout T € S, le cone contingent T'(S, ) est fermé.

Preuve. Soit Z € S arbitrairement choisi, et soit (h,,)nen une suite quelconque de vecteurs
tangents & S en 7 telle que

lim h, = h € X.

n—o0

Pour chaque h,,, il existe une suite (z,,);ey d’éléments de S et une suite (A, );en de réels

positifs telles que

T=limx, et h,=lm A\, (z, — ).
1—00 1—00

Par conséquent, pour tout n € N, il existe un entier i(n) € N tel que

1
|en, — 2| < . pour tout i > i(n)
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et

1
| An; (@n, — ) — hy|| < — pour tout ¢ > i(n).
n

Si I'on définit les suites (yn), ey €t (tn),en PAT

Yn 1= Tn,,, €S pour tout n € N

et

t, = A\ > (0 pour tout n € N,

T TWM(n)

alors on obtient lim, ..y, = T et

Ity — ) = Bl = |

)\ni(n) (‘T;ni(n) - f) = hn + hy — h”
1

< —+||h, — k|| pour tout n € N.
n

Ainsi, on a

h = lim t,(y, — )

n—o0

et h est un vecteur tangent a S en 7.

Puisque la chaine d’inclusions (4.2) est également valable pour les fermés correspondants,

il suit immédiatement, a ’aide du Théoréme 4.10 :

Remarque 4. Soit S un sous-ensemble non vide d’un espace normé réel. Si I’ensemble S

est étoilé (starshaped) par rapport & un certain T € S, alors on a

T(S,z) = cl(cone(S — {z})).

Si ’ensemble S est étoilé par rapport & un certain € S, alors le Corollaire 4.11 affirme
essentiellement que pour déterminer le cone contingent de S en z, il suffit de considérer
uniquement les demi-droites partant de z et passant par S.

Enfin, nous montrons que le cone contingent d’un ensemble convexe non vide est lui aussi

convexe.

Theoreme 2.1.4. Si S est un sous-ensemble convexe non vide d’un espace normé réel (X, ||-

), alors le cone contingent T'(S, ) est convexe pour tout T € S.
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Preuve. Soit z € S arbitrairement choisi, et fixons deux vecteurs tangents arbitraires

hi,he € T(S,7) avec hi, hy # Ox. Il existe alors des suites (2,),,cr, (Yn)pen d'éléments de S

et des suites (An),cns (Hn) ey de réels positifs telles que

z= lim z,, h; = lim \,(z, — ).
n—oo n—oo

et

= lim y,, ho= lim p,(y, — 7).

n—oo n—o0

Ensuite, nous définissons des suites supplémentaires (y,),,c €t (2n),cn PAT

Up = Ap + i, pour tout n € N

et

1
Zn = — Ay + pnyn) pour tout n € N.

n

En raison de la convexité de S, on a

>\’VZ n
L
An + fn

yn € S pour tout n € N

et on en déduit

1
lim z, = lim — (A2, + fnYn)

n—o0 n—oo U,

1
= lim — (/\nxn — AT+ Y — T + AT + uni‘)

n—oo V,
An _ Ln _ _
nggo(yn(x z)+ Vn(y x)+x)
pu— i’

et

lim v, (2, — ) = Im (A\pzp + pnYn — Vn)
n—0o0 n—o0

= lim M(zn — &) + (Y — 7))

n—oo

= hy + ho.

Il en résulte que hy + hy € T(S, z). Puisque T'(S, z) est un codne, le Théoréme 4.3 conduit
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a 'assertion.
Remarquons que le cone tangent de Clarke a un ensemble arbitraire non vide S est déja
un cone convexe, tandis que nous avons démontré la convexité du cone contingent seulement

sous I’hypothése que S est convexe.

4.2 Conditions d’'optimalité

Dans cette section, nous présentons plusieurs conditions d’optimalité qui résultent de la
théorie des cones contingents.

Par exemple, nous montrons que, pour des problémes d’optimisation convexe avec un
fonctionnel objectif continu, tout point minimal Z de f sur S peut étre caractérisé comme

un point minimal de f sur {z} + T'(S, 7).

Theoreme 2.1.5. Soit S un sous-ensemble non vide d’un espace normé réel (X, | -|), et

soit f: X — R un fonctionnel donné.

(a) Si le fonctionnel f est continu et convexe, alors pour tout point minimal T € S de f

sur S, il suit :

f(z) < f(x+h) pour tout h € T(S,z). (4.3)

(b) Si Uensemble S est étoilé (starshaped) par rapport a un certain T € S et si l'inégalité

(4.3) est satisfaite, alors T est un point minimal de f sur S.

Preuve. (a) Soit z € S arbitrairement fixé, et supposons que l'inégalité (4.3) ne soit pas

vérifice. Alors il existe un vecteur h € T'(S,z) \ {Ox} et un réel a > 0 tels que

f@)—f(z+h)>a>0 (4.4)

de

Par définition de h, il existe une suite (z,), .y d’éléments de S et une suite (\,), o

réels strictement positifs telles que

et

h = lim h,

n—00
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ou

hyp = Ap(x, —Z) pour tout n € N.
Comme h # Ox, on a lim,, /\i = (. Puisque f est convexe et continue, on obtient avec

I'inégalité (4.4) pour n suffisamment grand :

f(xn):f()\if:Jr:cn—f :f—if)

Par conséquent, Z n’est pas un point minimal de f sur S.

(b) Si 'ensemble S est étoilé (starshaped) par rapport a un certain = € S, alors il résulte

du Théoréme 4.8

S—A{z} CT(S, )

D’ou, en utilisant l'inégalité (4.3),

f(@) < f(x+h) pour tout h € S —{z},
c’est-a-dire que T est un point minimal de f sur S.

En utilisant les dérivées de Fréchet, la condition nécessaire d’optimalité suivante peut

étre formulée.

Theoreme 2.1.6. Soit S un sous-ensemble non vide d’un espace normé réel (X, | - ||), et
soit f un fonctionnel défini sur un ouvert contenant S. Si & € S est un point minimal de f

sur S et si f est différentiable au sens de Fréchet en T, alors il en résulte que
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FIGURE 2.5 — [llustration géométrique du résultat du Théoréme 4.13.
f'(@)(h) >0 pour tout h € T(S,T).

Preuve. Soit * € S un point minimal de f sur S, et soit un vecteur arbitraire h €
T(S,2)\{0x} donné (pour h = Ox, I'assertion est triviale). Alors, il existe une suite (z,,),

d’éléments de S et une suite (A,), oy de réels strictement positifs telles que

z = lim =z,

et

h = lim h,,

n—o0

ou

hyp := Ap(x, —Z) pour tout n € N.

Par définition de la dérivée de Fréchet et en raison du caractére minimal de f en Z, il

s’ensuit :
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f(@)(h) = £(@) ( lim Al — 7))

n—o0
= lim A\, f"(Z)(z, — T)
n—o0

= lim A, [f(2n) — £(2) = (f(@a) — f(2) = (@) (2 — 7))]

> — lim A (f(z) — £(@) — (@), — D)
i L) D) = ) )

[ — ]

= 0.

Ainsi, I’assertion est démontrée.

Etudions & présent sous quelles hypothéses la condition du Théoréme 4.14 est une condi-

tion suffisante d’optimalité. Pour cela, nous définissons les fonctionnels pseudoconvexes.

Définition 2.1.2. Soit S un sous-ensemble non vide d’un espace vectoriel réel, et soit f :
S — R un fonctionnel admettant une dérivée directionnelle en un point * € S dans toute
direction x — T avec x € S quelconque. On dit que f est pseudoconvexe en T si, pour tout

xr €S,

f@)(r—-2)>0 = f(z)— f(@) >0.

Exemple 2.4. Les fonctions f : R — R et g : R — R définies par

f(z) =ze®  pour tout x € R,

et

1
S tout v € R,
g(x) [z Pourtoutz

sont pseudoconvezes en tout T € R. Cependant, ces deux fonctions ne sont pas convexes.
Un lien entre fonctionnels convexes et pseudoconvexes est donné par le théoréme suivant.

Theoreme 2.1.7. Soit S un sous-ensemble convexe non vide d’un espace vectoriel réel, et
soit f S — R un fonctionnel convexe admettant une dérivée directionnelle en un point

T € S dans toute direction v — T avec x € S quelconque. Alors [ est pseudoconvexe en T.

Theoreme 2.1.8. Preuve. Soit ¥ € S fizé arbitrairement. Par convexité de f, on a pour

tout A € (0,1],



2.2. EXERCICES ET SOLUTIONS 49

fAz+ (1 =XN)2) < Af(2) + (1= A)f(2),

Exercices et solutions

1. Soit C' un cone convere dans un espace normé réel avec intérieur non vide int(C).
Montrer :

int(C) = int(C) + C.

Solution :

— Inclusion directe : soit x € int(C) et ¢ € C, alors v + ¢ € int(C) + C. Donc
int(C') C int(C) + C.

— Réciproque : soit x € int(C)+C, donc x = y+z avec y € int(C) et z € C. Comme
C est un cone convexe et que l'intérieur d’un convexe est stable par translation

dans la direction de C, on a x € int(C). Donc int(C) + C C int(C).

2. Soit X un espace linéaire réel. Prouver qu’un fonctionnel f : X — R est sous-linéaire

si et seulement si son €pigraphe est un cone convezxe.

Solution :

— [ sous-linéaire = épigraphe E(f) est un cone conveze :
E(f) ={(x,r) e X xR | f(x) <r}.
Si f est positif homogeéne et sous-additif, alors pour tous x1,x9 € X, A1, Ay > 0,
FAmy + Aaxa) < A f(21) + Ao f (22),

ce qui montre la convezité de E(f). De plus, E(f) est un cone puisque f(ax) =

af(x).

— Réciproque : si E(f) est un cone conveze, alors

fQAr) = Af(x) pour tout A >0, f(0)=0, flz+y)<flr)+ fly),

donc f est sous-linéaire.
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. Soit S un sous-ensemble convexe non vide d’un espace linéaire réel. Montrer que le

cone engendré par S est convexe.

Solution : Soient x1 = \1S1, Ta = AaSy dans cone(S), avec A\, Ag > 0 et 51,89 €

S. Alors :

B A1 Ao
T+ To = ()\1 +)\2) <)\1+)\251—|— )\1 +/\252) ,

or la combinaison convexe /\1’}:/\231 + /\l’f)a so € S car S est convexe. Donc x1 + a9 €

cone(S), donc le cone est conveze.

. Dans R?, soit I’ensemble

Si={(z,y) R’ |~z +y <1, 22+y<4, 0<z<3, y>0}L

Déterminer le cone engendré par S.
Solution : Les contraintes sont linéaires et définissent une région ouverte dans
le premier quadrant. Toute direction positive est atteignable via combinaison positive

d’éléments de S, donc le cone engendré est R2.

. Soit l'ensemble S défini comme dans ’exercice 4.4). Déterminer le cone contingent a

S au point (1,2).
Solution : A partir des contraintes linéaires actives au point (1,2), on calcule les

directions tangentes admissibles. On obtient :

T(S,(1,2) = {Ma,—1) | A >0, a € [-1,1]}.

. Soit S" un sous-ensemble non vide d’un espace normé réel (X, ||-||) avec intérieur non

vide. Pour tout x € int(S"), montrer que T(S",xz) = X.
Solution : Comme = € int(S"), il existe une boule B(x,e) C S’. Ainsi, pour toute
direction h € X, la demi-droite x + th est incluse dans S’ pour t petit. Donc toute

direction h appartient au cone tangent, soit T(S',x) = X.

. Soient S1, Sy deuxr sous-ensembles non vides d’un espace normé réel.

(a) x € Sy C Sy = T(S1,x) C T(Se,x) par monotonie du cone tangent.

(b) v € S1NSy=T(S1NSy,z) CT(S1,x) NT(Sa,x) par définition de l'intersection.
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8. Soit x € S C X. Montrer que le cone tangent s’écrit :

t
T(S,z) = {h € X |3a>0,3r:(0,a] = X, lin&? =0, et t,) = 0", x+t,h+r(t,) € S}.
t—0
Solution : Ceci est une reformulation équivalente de la définition du cone tangent

utilisant une perturbation infinitésimale r(t) pour permettre une approximation plus

fine des directions tangentes a S au point x.

9. Montrer que le cone tangent de Clarke T.(S,x) est fermé et conveze.

Solution : Le cone tangent de Clarke est défini comme la fermeture des direc-
tions tangentes généralisées. Le Théoreme 2.4.5 et la Proposition 2.2.1 montrent que
T.(S,z) est a la fois fermé et convexe, car il est défini par des limites supérieures de

directions tangentes classiques.

10. La fonction f: R — R, f(x) = 22, est-elle pseudoconvexe ?

Solution : A x =0, le gradient V f(0) = 0, mais il existe des directions d telles
que f(x +td) > f(0) pourt > 0. Ainsi, f n’est pas pseudoconvezre a x = 0.

Théoréeme de Nagumo

Soit donnée une équation différentielle

dy

% :f(x,y) (1)

Nous supposons que, dans le domaine |x — x| < I, |y — yo| < k, que nous noterons par
B, la fonction f(x,y) est continue et qu’il existe un nombre positif suffisamment petit € pour

lequel, dans B, l"inégalité suivante

r — T
Y2 — W

{f<x>y2) _f(xayl)} <1 (2)

est toujours satisfaite lorsque 0 < |x — xo| < €, y1 # Yo, |yi — vo| < Me, (i = 1,2), ou M
désigne le mazimum de |f(x,y)| dans B.
Nous montrons alors que cette hypothése implique 'unicité de la solution de (1) avec les

conditions initiales x = xq, y = Yo, au moins sur l'intervalle |z — xo| < €.
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Nous ne donnons la preuve que pour le cas ou x — xg > 0, car dans ['autre cas, la
démonstration est tout a fait analogue.

Supposons, en effet, qu’il existe deux solutions différentes yi(x) et yo(x) passant par
(x = w0,y = o) pour |x —xo| < €. Alors, il existe au moins une valeur x = xy, avec
Tg < x1 = x0 + £, telle que y1 (1) # yo(x1). Nous pouvons supposer que yo(x1) > y1(x1).

Pour zg £ x < w9+ ¢, on a aussi |y; — yo| = Me pour i =1,2.

D’apres (2), on obtient :

Ya(r1) — y1 (1)
1 — Xy

f(x1,y2) — flo,1) <

et d’apres (1),

(dy2 dyl)x_m _ (@) — (@) ()

1 — Zo

de  dr

Posons :

Fa) = ) — (o), glo) = BN

Pour ces fonctions, les relations suivantes sont valables :

Fl(zo) = 0

Py =2 O ) o)
F'(w) = 0

§(x0) =0

gl = 2l

F'(xy) = &(x1)

Il suit de &' (xg) > F'(x¢) qu’il existe une valeur hy suffisamment proche de xq telle que :

r=1, zo<a <z
(') > F'(a')
(') — F'(2') > 0 (3)

Mais (2°) nous montre que ' (x1) > F'(x1), et puisque §(x1) = F(x1), il existe une valeur
x = 2", avec ' < 2" < x1 suffisamment proche de x1 pour laquelle 'inégalité suivante est

satisfaite :
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Comme F(x) et £(x) sont continues, on en déduit d’apres (3) et (4) qu’il existe au moins

une valeur T entre x’ et 2" telle que

F(zr) = ¢(7)

Soit & la plus grande de ces valeurs, alors on doit avoir

F'(z) = &(z)

()
gy

.
i e — e —— — S - — — =

S
8
3]
&g:
8

Or,

£(z) = ya(o1) —wi(@1) _ wp(en) —wn(en) T—a0  &(z)  F'(T)

Tr1 — X Tr1 — X T — Iy T — T f—m()?
_p(@) (@)
T — Iy ’
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Et d’autre part, il suit de (5) que

F(@ (@) — f@ (@) = 2H 8@ g

¢ est-d-dire (x‘“) (@) — F@E )b, = 1.
Y2 — U1/ =

ce qui est en contradiction avec (2). Ce qu’il fallait démontrer.

1. La formule (2) contient la condition de Lipschitz comme cas particulier, car la valeur

absolue de

r — T
Y2 — W

{f<x7y2) - f(x7y1)}

devient arbitrairement petite quand |x — xzo| devient tres petit.

2) Comme f(x,y) est continue dans B, il existe pour tout petit nombre positif n un

nombre positif € tel que

|f(z,y) = f(wo,90)| <1

soit vrat dans le domaine

v — x| S €, |y—wol = Me

Alors, pour toute solution de (1) passant par le point (o, yo),

Y=Y+ {f(xoyyo) +5}($ — )

dans |x — xo| S €, ot |0] <.

Ainsi, au lieu de (2), pour |z — xo| < € et |§;| < n, on peut toujours poser
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(Q’/‘?}%) | - $a+8
Fig. 2 (i=1,2)

(@, 90 + (f (w0, 90) + 02) (x = w0)) — f (2,90 + (f (w0, 90) + 01)(x — 20))
(52 — 51

<1

3. Sl existe une solution §(x) de (1) passant par (r = zo,y = yo), alors on peut

remplacer dans (2) y1 par la solution y(x).

L
dy may
i (m constante # 0)
On a
3
220 < e
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Ainsi, % est continue en tout point (z,y), et satisfait la condition de Lipschitz partout

sauf dans un petit voisinage de (0,0).

En effet :

mac3

(z* + y3) (2 + y7

|f(z,y2) = [z, 1) = ) ($4(y2 —y1) + yiya(yr — 3/2))

Posons y; = 0, on obtient

3

mx
|f(z,92) — fla, )| = ol Y2 — 11
ot fo;% peut devenir arbitrairement grand dans tout petit voisinage de (0,0).

Le membre de gauche de (2) s’écrit alors, pour ce cas ot xg = 0,yo =0 :

T (mw3yz m9:3y1)  omat (et = i)
(

o —y1 \ 2t +ys  at4y? 4 y3) (et +y7)

2.3.1 Exemple de Lavrentieff sur I'unicité des solutions d’une équa-

tion différentielle

Pour ces fonctions, les relations suivantes sont valables :

F(JIQ) =0

Py = ey~ f)
F'(x) =

5(330) =0

Sl(x) _ 3/2(1'1) - yl(ll?l) -0

1 — Xo

F'(x1) = &(21)

Il s’ensuit que &' (xo) > F'(xg), donc pour une valeur x’ proche de xq, on a :
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r=1a, xy<a <z
() > F'(2)
(') = F'(2') >0 (3)

Mais (2°) montre que &' (x1) > F'(x1), et puisque &(x1) = F(xy), il existe une valeur ="

proche de x1, avec ' < x" < x1, telle que :

(") = F(2") <0

Comme F(z) et £(x) sont continues, il existe, d’aprés (3) et (4), au moins une valeur x

entre x’ et " telle que :

Soit T la plus grande de ces valeurs. On a alors :

F'(z) = &(z)

F(z) = () (5)

Mazs :

(z) = Yo(71) = yi(w1)  wa(wr) — ya(y) T =Ty £(7)

T — Xg xr1 — Xg T — X T — g
_ F(@) _ (@) — (@)
T — Iy T — Zo

F'(z) = f(z,92(7)) = f(Z,1(2))

Donc, a partir de (5), on a :

c’est-a-dire :
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T — Xo ~ )
(y2 — yl)azag {f(x7y2) - f(xayl)}x:gz Z 1,

ce qui contredit (2). C.Q.F.D.

2.3.2 Remarques et discussions

1. La formule (2) contient la condition de Lipschitz comme un cas particulier, car la

valeur absolue de :
Tr—2x

Yo — Y1 {f(x7y2> - f(wayl)}

devient arbitrairement petite lorsque |x — x| tend vers zéro.

2. Etant donné que f(z,y) est continue dans B, il existe pour unn > 0 une valeur e > 0

telle que :
|f(z,y) — f(zo,90)| <

lorsque :

|z —x0] <€, |y —1yo| < Me.

Alors pour toute solution de (1) passant par le point (xo, o), on a :

y = yo + {1f(w0,%) +0}(x —x0), o0u || <n.

Ainsi, au liew de (2), pour |x — x| < € et |0;| <n, on peut écrire :

f{anyU + (f(iUo,yo) + (52)(33 _ ‘IO)} B f{$7y0 + (f(anyO) + (51)(1‘ - -170)}

1
5y — 01 <

(pour i =1,2)

3. Si une solution y(x) de (1) passant par (xo,yo) existe, on peut utiliser cette solution

comme y; dans (2).

2.3.3 Exemples et clarification

I. Considérons :

dy  ma’y
de x4+ y2

(m constant)
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On a:

may

x
—_— . car |22%y] < 2t 4 o2
R 22°y| < y

—’T

Ainsi g—g est continue en tout point (x,y) et satisfait la condition de Lipschitz partout

sauf dans un voisinage de x = 0,y = 0.

mx3

!f(x,yz)—f(:c,yﬂ\ = (x4—|—y§)(m4+yf

) (=" (y2 — v1) + y1va(v1 — o))

En posant y, = 0, on obtient :

mx3

‘f(‘r7y2) - f(x7y1>| - m

) |yz —y1|

Cette expression peut devenir arbitrairement grande dans un voisinage de x = 0,y = 0.

I1. Lavrentieff a proposé l’équation différentielle :

W_ ) )

avec f(x,y) continue sur B = {0 <z < 1,0 < y < 1}, et dont les solutions ont des

points de branchement partout denses dans B.
Une légere modification de l’exemple de Lavrentieff donne une équation :

2 = ) 7

avec F(z,y) continue dans By = {0 <z < 1,0 <y < 1}, les points de branchement y

sont aussi denses, mais y = 0 est la seule solution passant par (xg, o).

En diwvisant By en bandes B,, délimitées par y = 2%, on définit :

*—1
F(z,y) = % dans B,
Ainsi, F(z,y) est continue, F(x,0) =0, et :
M
Fle)| < 5 < M,

Et pour un xy quelconque, [inégalité :
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(x — o) F(x,y2)
Y2

< |z —xo|M

est satisfaite pour |x — xo| suffisamment petit, ce qui prouve que y = 0 est l'unique

solution. Pourtant, les points de branchement sont denses dans By. C.Q.F.D.

Exercices et solutions

Exercice 1 Considérons l’équation différentielle :

Y= few) = VIl v(0) =0,

1. Montrer que f n’est pas lipschitzienne en y au voisinage de y = 0.
2. Veérifier si le théoreme classique de Cauchy-Lipschitz peut étre appliqué.

3. Etudier si le théoréme de Nagumo permet de garantir U'unicité de la solution.

Solution

(1) f(z,y) = \/|y| n'est pas lipschitzienne :

|3/2 —Z/1|
VY2 — VY| = —Y——,
| | VY2 + 4/

qui devient non borné lorsque y1,y> — 0. Donc f n’est pas lipschitzienne au voisinage de
y=0.

(2) Le théoréme de Cauchy-Lipschitz ne peut donc pas étre appliqué.

(3) Pour Nagumo :

|
8-
K<)

On doit avoir :

[\

1

<ozt

Sl -

|z
Majis ce n’est pas vrai en général, donc Nagumo ne garantit pas l'unicité. En effet, l’équation

admet une infinité de solutions passant par (0,0) :

)

st < a,
y(z) = a>0.

(x —a)® six>a,

=
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FEzxercice 2

Considérons [’équation :

dy

— = . l 1 ; 0 - O

7y = Y (@ +1yl), y(0)
1. Montrer que f(y) = yIn(1 + |y|) n’est pas lipschitzienne prés de y = 0.
2. Veérifier si elle satisfait une condition de Nagumo.

3. Conclure sur l'unicité de la solution.

Solution (1) Dérivée de f :

F(y) = (1 +|y|) + —2—,

non bornée globalement. Donc f n’est pas lipschitzienne.

(2) Pour petits y, In(1 + |y|) ~ |y|, donc f(y) =~ y*. Alors :

1
<C. < 2l pour |z| petit.
T

‘f(yz) — f(y)
Y2 —

Donc la condition de Nagumo est satisfaite localement.

(3) Conclusion : l'unicité est garantie par le théoréeme de Nagumo au voisinage de (0,0).
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