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Equations d’ordre supé-

rieur systeme d’ordre 1.

Equation différentielle du 2 ordre

La forme générale d'une équation différentielle du 2°™ ordre est :

F(tayay,?y”) =0

ou bien de la forme normale : Y = F(t,y,)").
La solution générale ”Y” dépend en générale de deux parametres 1 et u.

n Equations différentielles linéaires du 2°"° ordre

Soit ’équation différentielle du 2°™¢ ordre :

Y'+a(@)Y + b(6)Y = c(?) (2.1)
1. Si ¢(f) = 0, 'équation (2.1 ) sera E.D.L homogene.
2. Si
a(t)y =a
b(t) =>b

on obtient Y’ + a¥’ + bY = ¢(¢) 'équation sera linaire & coefficients constants.

Théoréme 2.1 La solution générale de (E.D.L 2°™) est égale d :
S¢ = Su+ Sp

Sy : Solution de l’équation homogéne.
Sp : Une solution particuliere.




Section I @ Equation différentielle du 2°™¢ ordre

@éﬁnition 2.1 Deux solutions y; et y, de 'équation (2.1) sont indépendantes sur
* un intervalle 7 s’il n’existe pas de réel k tel que :

pour tout ¢ € I : y,(t) = kyi(¢).

Remarque 2.1 Les deux fonctions y; et y, sont indépendantes ie elles sont linéairement
indépendantes au sens des espaces vectoriels.

(B)éfinition 2.2 Soient deux fonctions dérivables sur 'intervalle /.
* »1,)2 sont linéairement indépendantes si et seulement si le déterminant

yi(t) »2(2)
MGEAG!

- est pas identiquent nul.

°
Exemple e SKILLS Résolution le probleme
Les fonctions sont sint et cost

sont indépendantes :

sint cost
cost —sint

= —sin’t — cos’t = —(sin’ + cos’t) = —1 # 0 V.

2éme

Equations linéaires homogene du ordre

[1]- Cas ou l’on connait deux solutions particuliére indépendantes :

Si y1, ¥, sont deux solutions indépendantes de 1’équation :
V' a()y +b() = 0
la solution générale est donnée par :

y =iy + wo,

Ay 1 sont des constantes.

[2]- Cas l’on connait une solution particuliére :

Si on connait une solution particuliere y;, posons le changement de variable

y(1) = Hi(O)v(2).

V() =Yyv+VY, Y()=Yv+VY V'Y 4T =T v+ 2 +VY
Remplacons Y, Y, ¥’ dans I’équation homogene, on obtient I’équation différentielle de
2tme ordre avec I'inconnu v

"+ (2 +a(@y)y =0
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Section I @ Equation différentielle du 2°™¢ ordre

On fait le 2°™° changement de variable "w = v'”, on trouve :

4

V 7
= — = — 'Ji—a(t)
1

4 y
Y
= —2/71dt— /a(t)dt

Inw=—-2InY, — /a(t)dt—i—c

1
w=—5-e JaM. 0 JEeR
1
1
w(t) = 4+ —5 - e~ a0,
(1) 2

—
SN,

D’ou :
v(t) = /w(t)a’t + u, u € R.
La solution générale de I’équation :
Vi +a(t)y +b() =0
est donc :
y(1) = yi()v()
=3O ([ wdi+ 1) =) [ Wt + w0, we k.

Exemple a SKILLS Résolution le probleme
Soit I’équation :

(t+ 1" —@=1)y' +(t—=2)y=0

on peut vérifier que y;(¢) = €' est une solution particuliére.
Cherchons la solution générale sous la forme y(¢) = €'v(¢).

V(@) =éev+ie
V() =ev+rVe +V'e + eV =ev4+ 2V + V.
Remplacons y,)” et 3" dans I’équation homogene, on obtient :
(I+)e(v+2 +V)]+ Q2= De(v+ V)] 4+ (t—2)ev=0
Alt+1wv+20+ e + A+ —2t—1)v—QRt—1)W 4+ (t=2)] =0
Alt+ W +V2(t+1)— Q2= D] +v[t—=1)—2t—1)+(t—2)] =0
e+ 1" +3+0-v] =0,
onae #0,VieR:

" -3
[+ IV +3V]=0—= — = ", %1
A%
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Section II @ Equation différenticlle du 2°™¢ ordre & coefficients non constants non
homogene

o fw=wv
Soit § -, , »ontrouve :
w =V

w' /dw/
w 1-|-t 1+t

Injw| = =3In(l +1¢) + ¢

1 A
= ¢° s = -, A R
w=-e L w (0 + 1) €

D’ou :

, P —1 1
v =/(1+t)3dz=z(7-(l+t)2)+ﬂ

V(t) (1 + l‘)lz +:u’ /1,/1 e ]R’

La solution générale est donnée par :

t

! A R.
(1+t)2+ﬂea IS

y(t) = ev(t) = A

Equation différentielle du 2°™ ordre a coefficients

non constants non homogene

Soit I’équation :

V' 4+ a()y + by = c(t),  c(t) #0.

Comme pour I’équation linéaires du 1¢¢ ordre.

Théoréme 2.2 La solution générale de l'équation non homogéne :
Y+ a(n)y' + b(n)y = c(1)

est égale a la somme de la solution générale de l’équation homogéne et d’une solution
particuliére de [’équation non homogéne :

S¢ = Su + Sp

S¢ : La solution générale.
Sy : Solution de [’équation homogéne.

Sp : Une solution particuliére.
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Section II @ Equation différenticlle du 2°™¢ ordre & coefficients non constants non
homogene

La méthode variation de la constante
Le principe de cette méthode est de considérer 4 et 4 comme des fonctions de la variable
”l‘” .
Supposons que cherchons la solution sous la forme :

yp(6) = 2O () + u()y2(2)-

Explication :
En exportant cette fonction dans I’équation non homogene. On a apres simplification :
b(y = iy + w»)
= (Xy1 + Y12+ Wy + yyp)a
"= /1’ v+ WA WA+ XY+ u v+ v+ Y+ 1,
v+ 2 (20) +A0Y) + 1+ 1 (7)) + 10Y)-
Donc :

Ay + /1’(2y1) +207) + 1y + W (2D4) + () + a2y + ayid + aw'vy + @i + by + bysu
= 2"y 4+ 12 + 2 (2] + an) + 1 (2 4 ay2) + A0 + ayr 4 b)) + w0 + @y + bya) = ¢
Ay + Wy + (2] + an) + 1 (2] + ayr) = c(2).

Utilisant la méthode variation des constantes telle que :
ATyi 4w + 2000 + 1Y) + a(t)(Ay + 1) = (o).

En utilisant la méthode variation des constantes telle que les fonctions A’ et u’ doivent
vérifier le systéme :

Wyr+ 'y =0
{i'y{ + uy) = c(?)
En résolvant ce systeme, on obtient :
—c((() ,_ Hen
POAO =00 " T 080 = A 0RO
D’ou la solution particuliere est donnée par :

yp() = »i(1) / %dw 30, / YI_LO;IYZ&.

SKILLS Résolution le probleme
Soit I’équation :

¥’ ——y—te, y=1t*, a€R, t€]0,+00]

V=

-

cherchons des solutions pour ’équation homogene :

4

2
y —t—2y=030uslaformey(t):t, o € R.
On a:
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2
y=1"= t—zy:2-t_2-t“:2t"’_2,
yl — atoc—l

4

V' = a(a — 1)t"72,

Equation différentielle / Dr F. Chita  Foot 2 Foot 1



Section II @ Equation différenticlle du 2°™¢ ordre & coefficients non constants non
homogene

par sommation de ces termes, on trouve ¢ :

2
/7 __ =2 — —
v —t—zy_t [a(a — 1) =2 =0=0a(a—1) —2=0
onaA=1—4(=2)=9, donc: o =—1, ay = 2.

1
e Pour a; = —1 = y,(¢) = "

e Pour ay =2 = () = 7.
D’ou la solution générale de I’équation homogene est :
1
() = +uwn =212+ p- o Ahuek

Supposons que la solution particuliere est donnée par :

At
p(t) = 9 + u(t)f  avec les dérivées A/, i/ doivent vérifier le systeme
1
’ 12
My +u'y, =0 ,1;+ﬂ12_0
Y+ uy, = te i 1 / ‘
L+ H(—g) + w2 = e

En utilisant la regle de Carmer car (det # 0) :

1

- 7

t =24+1=3#0
—— 2t

2
V= e 2 _ ge’ = A(t) = %et(—r” + 37 — 61+ 6),

3
1
- 0
!z
7 ¢
— te t
’ 3 € 1 !
= = — > t) = — ,
Iz 3 3 () 3¢
et donc :
Explication :

i) = _71 / Pelds = %[ﬁef _3 / Peldi] = %[l:’et _ 32 — / te'dr)]
_ _Tl[tz’e’ _3 / Petdi] = —71 [P —3(P¢ — 201 — / 2]
— _Tl [Pef 4 3(2e! — 2(re' — e’))]
= _Tl[ﬁef + 3(Pe' — 2te'2¢")]
_ _Tl [ﬁe’ — 32+ 6te' — 6e’]

= %e’[—ﬁ + 372 — 6t + 6],
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Section III @ Equation linéaire du 2°™¢ ordre coefficients constantes

1 1
u(t) = 3 /e’dt = ge’.

D'ou :
IR 1,
S,(f) = ?<§e (—2 + 37 — 6+ 6)) +2(39)
=§ﬂ—ﬁ+m—6+g+ﬂ)
1, 6
= —¢(3t— 6+ —
36( +-t)
2
szet(t—2—|—;)
donc :

So(0) = () + u(P) + =24 ).

T Equation linéaire du 2°™¢ ordre coefficients

constantes

Une équation différentielle du 2°™ ordre linéaire & coefficients (E.D.L du 2°™ ordre &
coefficients constants) est une équation du type :

V't ay) + by = ()

a, b sont des constants réelles, t — ¢(f) est une fonction donnée continue sur un
intervalle I C R.
On commence par résoudre ’équation homogene associe :

V'itay +by=0 (2.2)
On cherche des solutions sous la forme :
y=é", r € R.
En remplagant dans 1’équation homogene (2.2), on obtient :
(r* 4+ ar + b)e" =0, comme " # 0,Vt € R.
Pour voir une solution, il faut que :
P4+ar+b=0

cette équation appelle I’équation caractéristique associée a 1’équation homogene
(2.2).
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Section III @ Equation linéaire du 2°™¢ ordre coefficients constantes

On a trois cas :

Si a@®> — 4b > 0, on trouve deux racines réelles distinctes r; et r, la solution générale
de I'équation homogene sera alors :

yH — ierlt -I_,ueth, /1,/1 E R.

Si a*> — 4b = 0, on trouve une racine réelle double 7y alors la solution générale de
I’équation homogene :

v = (At+pe,  LueR

Si a*> — 4b < 0, on trouve deux racines complexes distinctes et conjuguées de la
forme :

r=ao—Iif
, , R.
{72:a+iﬂ aﬂe

La solution générale de 1’équation homogene est :

yu = e*(Acos(Bt) + usin(pr)), a, By A, € R.

Exemple ° SKILLS Résolution le probleme
On a I'équation suivante :

YW+4 +3y=0
L’équation caractéristique (E.C) est : P 44r+3=0.
Ona:r = —3 et r, = —1, alors la solution générale est :

y=Ae " + e, Ayu € R.

. Recherche d’une solution particuliere pour des second

nombres spécifiques
Si ¢(¢) = p(t) ou p(¢) est un ploynome de degré "n”.
e Cherche une solution g(¢) qui soit un polynome de degré.

Sib # 0= q(t) de degré "n".
Sib=0, a%0=q(f)de degré "n+ 1"
Sib=0eta=0=— q(t) de degré "n + 2"

Exemple e SKILLS Résolution le probléeme
Soit I’équation :

V' =y =2y =27,
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on a L’équation caractéristique (E.C) est : 7 —r—2 = 0 admet deux racines réelles :
ry = —1let ry = 2

donc la solution générale est :
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Section III @ Equation linéaire du 2°™¢ ordre coefficients constantes

S = Ae™' + ue*, lu €R.

Cherchons une solution particuliere sous forme d’un polynome du 2°™¢ ordre :

yp(t) = af + Bt +y
V() = 2t +
V) (1) = 20

I’équation sera :

y;’ —y;) — 2y, =21 <= 20 — (2at + B) — 2(af’ + pt+y) =2¢
< (2a — B —2y) + t(—2a — 2p) + £(=2t) = 27

Par identification, on

2a—f =3
20— f—2y=0 y = “ZﬁZT
—2a—2ﬂ=0 <~ ,BII
—20 =2 a=1

d’ou la solution générale est :

3
ygzle_’—i—,uem—l—(—tz—l—t—i), Ayt € R.
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Section IV @ Résume les cas possible

[N R ésume les cas possible

Résume les cas possible dans le tableau suivant :

Second nombre ¢(¢) . Solution particuliere y,(#)
oy, (1) = qu(1), si b#0.
c(t) = pu(2) est un polynome de degré "n”. ®),(t) = qup1(t) si b=0 et a##0.
0),(t) = quia2(t) si b=0 et a=0.
c(t) = ke avec ¥ +ar+b #0 . 0),(t) = ae"; 7r” n'est pas racine.
— t 7t 9,99 . . l .
c(t) = ke avec > + ar +b = 0. oy = e ; : . racu?e Smpre
oy, = af?e’s  "r"  racine double.
c(t) = p.()e’y ¥ +ar+ b #0. o), (1) = q.(t)e"; deg(q) = n.
c(t) =pa(0)e”, r+ar+b=0. ), () = guy1(t)e”;  deg(q) =n+ 1.
—a
c(t) = pa()e"s r= B3 et deg(p) =n. | 8y,(t) = qui2€"; deg(q) = n+ 2.
c(t) = dcos(rt) + esin(rt). ®),(t) = acos(rt) + psin(rt).
IR  Résolution le probleme
Soit I’équation :
Y =y — 2y = sin(2¢).
La solution générale est donnée par :
S = Ae™" + ue*.
La solution particuliere est :
¥p = acos(2t) + fsin(2¢),
1 -3
donc : o= —et f=—.
20 20
Alors :
1 3 : —t 2t
Y6 =55 cos(2t) — % sin(2¢) + Ae™" 4+ ue Ay € R,
Exemple e SKILLS Résolution le probleme
Soit ’équation :
V' —y =2y =te => yy = de”' + ue*, A u €R. (2.3)
Comme 1 n’est pas racine du P.C, on cherchons une solution pour sous la forme :
yp = (at + p)e'.
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Section V e Equation linéaire homogene & coefficients analytique

On a :
/ ¢
v, = (at + o+ p)e
oy ( ) . En remplagant dans 1’équation (2.3), on trouve :
Vv, = (at+ 2a + Be
_1 _1 N . A
o= 0 = T d’ou la solution générale est :

—1
Vv = T(Zt-i— e + de™" + ue”, Ay 1t € R.

Exemple ° SKILLS Résolution le probleme
Soit I’équation suivante :

Y =) — 2y = sin(2¢)
La solution générale de I’équation homogene est :
vy = le~' + pe*, A u €R.
On cherche une solution sous la forme :
yp = acos(2t) + fsin(2¢).
On a:

¥, = —2asin(2t) + 2 cos(2t)

En remplacant dans I’équation , on trouve :
V) = —4acos(2t) — 4p sin(2t).} phag b

—2(3a 4 p) cos(2t) + (2t — 6p) sin(2¢) = sin(2¢)

3a+ =0 | _3
donc : < et ,dotoa = —,f = —.
20 20

20— 6 =1

Alors la solution générale est :

1 3
Yo = % cos(2t) — % sin(2f) + Ae™" + pe*, A,p € R.

Equation linéaire homogene a coeflicients analy-
tique
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Soit 1’équation différentielle du second ordre homogene :

V' +a()y + by =0. (2.4)
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Section V e Equation linéaire homogene & coefficients analytique

Supposons que a(?) et b(¢) sont des séries entiere (puissances entieres positives de ¢)

c’est a dire :
—+oc0 4+ oo
a(t) =) ad  eb(r) =) bt
k=0 k=0

Cherchons la solution de 1’équation (2.4) sous la forme d’une série entiere :

—+o0

y(t) = chtk = co + 1t + o’

k=0

Exemple o SKILLS Résolution le probléeme
Soit I’équation du second ordre :

V-1 —2y=0 (2.5)
Cherchons une solution sous forme d’une série entiere, soit
+o0
n() = Z atty alors :
k=0
+oo +o0
W)= ka0 =) kk— el =+ 20t + ...
En introduisant yy,y},»} dans I'équation (2.5), on obtient :
) +o0 +oo
Zk(k— 1)Ckfk_2 — kaCkl'k_l — 2Zthk =0
k=2 k=1 k=0
ce qui donne :
+oco +o0 +oo
Zk(k— I)Ckl‘k_z — chklk — chklk =0
posons par changement d’indice dans premiere somme, on obtient :
p=k—2=—k=p,doncon a:
+o0 +o0 +oo
Z(p +2)(+ eyt + chpt’” - 2Zcpt”’ =0
=0 p=1 p=0
—+ oo “+ oo “+oo
2¢y + Z(p +2)(p+ eyt — chptp — 2(co + Zcpt") =0
p=l1 r=l1 p=1
“+o0o
2¢; — 2¢y + Z((p +2)(p + 1)cpy2 — pe, — 2¢,)# = 0.
p=1
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Section V e Equation linéaire homogene & coefficients analytique

En annulant les coefficients de torites les puissances de ¢, on obtient des relations permet-
tant de déterminer cg,ciy... €t Z bt'=0<=b,=0 Vn.

">
Posons y;(0) = 1 et y1(0) = 0, alors on trouve ¢g = 1 et ¢; = 0. Ainsi, on a :
t0=202—200=0_——>02200=1
' =3 X2 —c¢ —2¢ < 6c3—3¢c;, =0

1
— 3 = Ecl, 6320,

1 1
12:1204—202—202:0;—}04 gc2 g

1
l‘3=2005—303—203=0_——>052103 0.

Par conséquent :

l)k 2k

1 = (=DH*
S R -
n(@) =147+ + cosy = EO o

+oo
0)=0
De fagon analogue, en prenant :y,(f) = Z oxt* et les condition initireles yf( ) ,
k=0 15(0) =1
on obtient :
oo =0, o = 1.

En remplagant y,(#) dans I’équation (2.5) d’ou

400 “+oo “+o0
Yo = Zaktk, Vv, = Zkaktk_l, vy = Zk(k — Doyt
k=0 k=1 k=0

) 1
Alors on obtient : ay4, = mak, k=2,3,...
On en déduit que ay = 0 et oyt = o et donc :
+oo 1
_ ) 28|
»0 =2
k=0
£
+oo 1 12

=t2—( Yo=txe2.

La solution générale de 1’équation (2.5) sera sous la forme :

() = () + w0, Zp€R
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Par conséquent :

1
yl(t):1+t2+§t4+....
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De fagon analogue en prenant y, = Z axt* et les conditions initiales 0y =1 on
3% =

k=0

= {yz (0)=0

obtient :

nit)=a +aut+... :{yz(O)za():O

W)y =a +at+.... »0)=1=a =1.
En remplagant y,(¢) dans I’équation (2.5), on obtient :

+oo0 +o0 +oo
> k(e — Do — 1> kot = 20 ) = 0.
k=0 k=1 k=0

Par changement d’indice, on obtient :

+oo +oo +o0
Z(p +2)(p + 1oyt — Z:pocpt*’7 — 2(a0 + Zapt”) =0
p=1 p=1

p=0

+oco
200 — 200 + Z((p +2)(p + Va2 — pa, — 2a,)t" =0
p=1
P=a=0 e P+2)p+Dopp—@P+1)a,=0
P+ 1D +2)op=(@+2)q
1
G2 = % P L.

) = 0
On en déduit que 1 , et donc :

k41 = _k! ok

—+o0 “+o0
1
_ k41
yz(f) Z aklk = Z Wtz .
k=0 k=0
+o0 1 t2k +oo 1
»(1) = tz e t;E

k=0

t2k k 2
(—) = tez.
2

La solution générale de I'équation (2.5) sera sous la forme :

y(t) = i) + wn(), A,u €R.

Equation d’ordre n et systeme diftérentielle

Rappelons qu’'une équation différentielle d’ordre n est une équation faisant intervenu une
fonction inconnue y(t), ses dérivées jusqu’a l'ordre n, et la variable ¢ sous la forme :

y(”) = F(t,y,),... ,y(”_l)).

Systeme différentielle du premiere ordre
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Section VI @ Equation d’ordre # et systéme différentielle

@éﬁnition 2.3 (Systéme canonique)
* Un systeme d’équations différentielles ordinaires :
k
7)/2,)/;, R 7y§ 2)7 R 9yn7y,l17y,(,k") =0, k= 1,2,...,n.
(2.6)

k
Fi(ty 0150, oo 5y

. S’appelle systéme canonique.

. On appelle ordre du systéme (2.6) le nombre p égale ap = ky +hky + -+ + k.

© Intégrer ce systeme c’est déterminer les fonctions yy, y2, . . . , ¥, Vérifiant les équations
* du systeme (2.6).

°

@éﬁnition 2.4 (Systéme normale)
© Soit ¥1,12,+«« yVu, 0 fonctions dérivables de la variable ¢.
- On appelle systeme d’équations différentielles du premiere ordre tout systeme d’équa-
- tion différentielle de la forme :

fdyl
E =F1(tay17°°°ayn)
dy,
) E =F2(t’y17°°°ayn)
dy,
| = F,(ty 15«3 Vn)-
On écrite un tel systeme :
. 1 )’i
:y§=Fi(t,y), i:17---7nc>y:F(tay)7 Yy = i y/: ., F=
° /
yn yn

- ou F est continue sur un domaine D de R x R”".
®

Théoréme 2.3 (d’existence et unicité) Soit le systéme y' = F(t,y) ou F est
continue sur un domaine D de R X R" et admet des dérivées partielles par rapport
auzx y; de y dans R" qui sont continues sur D.

Alors pour tout yy et ty tels que (ty,yo) appartient a D, il existe une solution mazimale
unique u(t) vérifiant la condition initiale u(ty) = yo.

. La solution d'un systéme de n équation du premiere

ordre n
On appelle solution du systeme (S) un ensemble des fonctions réelles dérivables

Y1(#)y .y yu(?) définies sur un meme intervalle I de R et vérifiant pour tout ¢ € I.

y,{:Fi(tayl(t),YZ(t)a-"ayn(t)) i=1,...,n.

Exemple @ SKILLS Résolution le probléeme
Soient a eth des réels quelconques.
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Section VI @ Equation d’ordre # et systéme différentielle

vi1(t) = acost+ bsint
»2(t) = —asint + bcost
sont solutions du systeme :
{J’; =¥
Yy = —n

{y{ = a(—sint) + bcost = —asint+ bcost =y,

y, = —acost — bsint = —(asint + bcost) = —y.

Les fonctions { (t e R)

puisque il est facile de vérifier que :

La relation entre équation différentielle d’ordre n et un
a systeme d’ordre n
Soit I’équation différentielle d’ordre n :

V' = F(t,3,) 5o Y070

En considérant les dérivées successives y,1, . ..,y comme de nouvelles fonctions
inconnues notées par le systeme différentiel.

yi(1) = (1) V(1) =y (1) = »(1)
J‘/z(f) =/'(1) N J‘é(t) = y"(t) = y3(1)
ya(t) =y (2) V() =y () = Ft,y, .,y D).
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Section VI @ Equation d’ordre # et systéme différentielle

Exemple @ UEES Résolution le probléeme
Soit I’équation du troisieme ordre :

y/// — 3y/l _ y/ _|_y.
Se traduit par le systeme différentiel.

(1) (1) 11(0) ¥(1)
y@) = |»n@ | =V | =Y0O=[»n0O]=1y0
3(7) y'(1) y3(0) y"(1)

(1) 0 1 0

Y1) = (1) =(0 0 1]|y@
3y3(1) — y2(0) +21(0) I -13
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