Table des matiéres

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6
1.7

3
Potentiel de Woods-Saxon . . . . . . . ... .. o oo 3
1.1.1 Hamiltonien du modéle a particules indépendantes . . . . .. . .. 4
Les corrélations d’appariement . . . . . . . . . ... ... ..., 6
Hamiltonien en seconde quantification. . . . . . ... ... .. ... .. .. 7
1.3.1 Force d’appariement . . . . . . .. .. .. 8
1.3.2 Hamiltonien du systéme . . . . . . . ... ... ... ... . ..., 9
Théorie BCS . . . . . . . . o e 10
Transformation de Bogoliubov-Valatin . . . . .. ... ... ... . .... 10
1.5.1 Transformation inverse de Bogoliubov-Valatin . . . . .. ... ... 12
Equationde gap . . . . . . . . . . 13
Létat BCS . . . . . . o 17
1.7.1  Valeur moyenne de 'opérateur nombre de particules . . . . . . . .. 19
1.7.2 Lesétatsexcités. . . . . . . . . . ..o 20
1.7.3 Les énergies des états excités . . . . . . .. ... 22



Table des figures



Chapitre 1

1.1 Potentiel de Woods-Saxon

[’approximation faite par le modele & particules indépendantes consiste & admettre
que l'interaction s’exercant entre un nucléon et les (A - 1) autres nucléons, peut étre
simulée par un puit de potentiel V. L’idée la plus simple consiste a prendre le méme
potentiel nucléaire pour les A nucléons d’un noyau donné.

Etant donné que ce potentiel représente la moyenne des interactions a deux corps sur
toute la distribution de la matiére nucléaire, on lui attribue alors une intensité proportion-
nelle & la densité de nucléons, en lui associant une profondeur V4 et une allure caractérisée
par une surface diffuse.

Dans le cas des noyaux sphériques ou faiblement déformés, la densité des nucléons a

la forme d’une fonction de Fermi, soit :

r—Rg

1+e @

ou :
po - représente la densité centrale.
ag : est ’épaisseur de la surface.
(r — Ry) : représente la distance d’un nucléon a la surface effectif .
Ry : est le rayon de surface.

Le potentiel moyen appelé potentiel de woods-saxon suit la méme distribution que la
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densité soit :

Vi) = — 0 (1.2)

r—Rg

1+e a0

Pour étudie les noyaux déformés, I’expression ( 1.2 ) généralisée en remplagant I’expression
de la distance (r — Ry) par R, (¢ (r)) ou ¢(r) le quasi-rayon qui exprime la distance entre
un point de la surface et le point de coordonnée r & partir du centre du noyau. R, est le
rayon de la surface et aq est remplacé par a, qui reste constant pendant de la déformation,

I'expression ( 1.2) devient :

Vo
14 (T) = (Rvé(r)) <1°3)
I+e\ a
et on définit le quasi-rayon par I'expression : ¢ (r) = |V7T7£Er)”)|

et 7 (r) est ’équation de la surface nucléaire.
Cependant cette déformation remonte une singularité pour |V ()| = 0, difficulté qui

peut étre contournée en remplagant la fonction 7 (r) par S(r) :

S(r) = VT — Tmin — V—Tmin (1.4)

OU iy est la valeur minimale de 7 (7).
Ainsi le quasi-rayon s’écrit :
S (r)

Cette derniére expression peut définir un potentiel de woods-saxon qui décrit convenable-

ment aussi bien les noyaux sphérique que les noyaux déformés.

1.1.1 Hamiltonien du modéle a particules indépendantes

L’hamiltonien total du noyau se scinde en hamiltonien individuels identiques corres-

pondant chacun & un certain nucléon, soit I’équation de Schrédinger :
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ou :
U, et g; représentent respectivement la fonction d’onde et 1’énergie individuelle du
i“menucléon.

H étant 'hamiltonien du nucléon considéré, qui s’écrit :
H=T+V +V,,+ V. (1.7)

ou T représente I'opérateur énergie cinétique donné par :

—h? —h?
=—V’=—A (1.8)

T =
2m 2m

V' est 'opérateur potentiel central de woods-saxon.
V.. est 'opérateur potentiel colombien.

Vs.o est opérateur de I'interaction spin-orbite donné par :

=
<l
>
=]

<l
=l >

<l

S
> [ Ry T——
<l
<
=

|
|
5
e L i —

P A e )
~—

I
43
wl\)
—

A ?) (1.9)

h
v K

P =-V et =27 (1.10)

_
§ et p représentent respectivement des vecteurs spin de Pauli et d’impulsion, k étant
une constante de couplage.

En tenant compte de la symétrie coaxial :

Vio = Vi + Vi, + V5, (1.11)
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ou

k o |—0vo ov /0 L
- — 5l = =&
Vo 2715 ‘ {87" 8z+8z (87‘ 7‘)}

e e [ 0 (0 L]

ordz 0z \or  r
. kovl
VS'O_hﬁrr

Avec :(SJ—r =0, +idy et L, = ?Zha%.

Vet U'opérateur potentiel colombien pour les protons s’écrit :

pen €tant la distribution de charge dans le noyau.

1.2 Les corrélations d’appariement

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

L’appariement se trouve au coeur du noyau atomique, et en général dans les problémes

quantiques & N corps. L’importance des corrélations d’appariement en théorie de la struc-

ture nucléaire sont responsables d’un certain nombre des phénoménes comme la stabilité

du noyau pair-pair par rapport aux noyaux impairs. L’existence d'un gap entre 1’état

fondamental et les états excités dans les noyaux.

La notion de I’énergie d’appariement est apparue des les premiers calcules de 1’énergie

de liaison du noyau.

En effet dans I’étude systématique des masses A, on observe les effets appelés pair-

pair. En comparant les noyaux impair-impair, Z (impair) et N (impair) avec leurs voisins

pair-pair, on aboutit (en moyenne) avec les relations suivantes :
E(Ninpair) — E(pair — pair) = A,
E(Zimpair) — E(pair — pair) = A,
E(impair-impair)-E(pair-pair)=A,, + A, — E,,
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ou :
N, Ny, =22 Ve
n—55p = g :
20 7,
Enp >~ 5 Mev.
Sont déterminées de maniére empirique.
D’autre part, la formule semi-empirique de masse pour ’énergie de liaison de noyau

s’écrit :
72 (N - Z)?
E(A.Z)=a,A— Ag— — —
(A, Z) = a, as?’acAg o

+ P(N, 2) (1.16)
Le terme P (N, Z) est un terme quantique d’énergie d’appariement entre les nucléons,
soit :

—A : pour les noyaux impair-impair.

0 : pour les noyaux impair ( A impair ).

A : pour les noyaux pair-pair.

Avec: A = \1/—%, et le terme FE,,, étant négligeable.

1.3 Hamiltonien en seconde quantification

Soit un systéme constitué de n nucléons, N neutrons et Z protons, et on consideére les
deux types de nucléons comme deux systémes indépendants, c’est-a-dire que I'on néglige

les interactions neutron-proton. L’hamiltonien en seconde quantification de ce systéme est

donné par :

H=Hy+V (1.17)

ol Hy, est le champ moyen du mode¢le a particule indépendantes, il défnit une base de

représentation pour les états sur lesquels il est diagonale et s’écrit dans le formalisme de

la seconde quantification :
Hy = e,afa, (1.18)
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ou a et a, représentent les opérateurs de création et d’annuhilation des particules a ’état

V).

Il satisfont aux regles d’anti commutation des fermions :
{aztv az_} = {amaé} =0 (119)

et :

{CL;—, CL@} = ajaz + aga:j = 51,@ (120)

L’hamiltonien réel H differe de Hy, par le terme V' représentant l'interaction résiduelle

sur le méme bas et dans I’hypothese d’une interaction & deux corps on peut écrire :

1
V= ZZ<M | V | mn)a; af anan, (1.21)

klmn

ou les quantités (k¢ | V' | mn),sont des éléments de matrice antisymétries de U'interaction
résiduelle V' que ’on suppose invariant par rotation et par renversement du sens du temps,

ce qui entraine :

(KC|V | mn) = sgs15msnl—m —n |V | —k — £ = {mn | V | k) (1.22)

ou 'on not par : | k) = s | k)
avec | k) désigne 1’état reversé par rapport au sens du temps de| k), s étant le facteur

de phase et ¢, = ¢7.

1.3.1 Force d’appariement

Pour rendre compte de 'effet d’appariement, Belyaev a introduit la notion d’interac-

tion résiduelle entre deux états renversés I'un de 'autre par rapport au sens du temps.
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Cette force est définie par ses éléments de matrice :
(k| V | mn) = —4G6,i0mn (1.23)
ou (G est une constante positive appelée la constante d’appariement.

1.3.2 Hamiltonien du systéme

Pour étudier l'effet d’une telle interaction, on considére pour chaque type de nucléons

(neutrons ou protons), 'hamiltonien de I’expression (1.17) s’écrit comme suit :

1
H= Za,,ajau + L—L(—4G6kl~6mﬁ)a,‘:afanam
= Zéy(aj(l,, +ajay) — GZa;agam(z%
v)0 km)0

= Ze,,(ajau +ajas) — GZajaj{aﬂaﬂ (1.24)
v)0 vp)0

Cette hamiltonien doit décrire un systéme de n particules et doit donc commuter avec

l'opérateur nombre de particules N :

N => (afa, +afaz) (1.25)
v)0
Il s’agit donc de déterminer les états |¢), qui sont & la fois fonction propres de H et N.
Ce probléme n’admet pas la solution exacte simple dans le cas général. Il a cependant
été résolu approximativement par Bardeen- Cooper et Schiffer (BCS) dans la théorie de

la supraconductivité.
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1.4 Théorie BCS

La théorie BCS est introduite par Bardeen-Cooper et Schrieffer, pour décrire la supra-
conductivité dans les matériaux. En physique nucléaire, cette théorie est utilisée pour étu-
dier les phénomeénes d’appariement, dans lesquels les recouvrements des fonctions d’onde
des deux nucléons appariés sont pris en considération.

Dans la théorie BCS, les fonctions BCS sont fonctions propres de H, mais le nombre

de particules n’est conservé qu’en moyenne.
(BCS | N | BCS) =ng (1.26)

ol ng est le nombre réel de particules de systéeme.
On tient compte de cette contrainte en introduisant un parametre de Lagrange A, et

en minimisant la valeur moyenne de 'hamiltonien auxiliaire :
H=H-AN (1.27)

En fait le X représente le potentiel chimique

Un état |BCS) est défini & partir du vide |0) par :

|BCS) = H (u; + vieif o) (1.28)

i>0
ol les orbitales ¢ et 7 sont reliées par une opération de renversement du sens du temps ,et
;" est Popérateur de création d’un nucléon dans l'orbitale i. La notation |i) indique que

le produit court seulement sur un membre pour chaque paire BCS.

1.5 Transformation de Bogoliubov-Valatin

Pour tenir compte des effets d’appariement dans le noyau, on doit considérer un état a

N corps plus général qu'un déterminant de Slater. Pour cela, on utilise la transformation
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généralisé de Bogoliubov-Valatin.
Dans le but de minimiser H , Bogliubov et Valatin ont défini les opérateurs o et a,,qui

sont combinaisons linéaires des opérateurs de création et d’annihilation de vrai particules :

Qo = Uy — V@

(1.29)
af = upal — vyag

La quasi-particule crée par afest une vrais particule avec une amplitude de probabilité
uy,et un vrai trou avec un amplitude de probabilité v,. Les parameétres v, et u,sont des

nombres positifs et satisfont aux conditions :

Uy, = uy et v, =vy Vv (1.30)

Ce qui signifie que I'état |0), est occupé ou inoccupé avec la méme probabilité que
létat |v) . D’autre part, les états symétrique |v........ w), peuvent étre construits & partir
d’un état |0) qu’on appelle le vide des opérateurs de création a;f. On fabrique des états a
une deux ...... N particules, en appliquant au vide un, deux, ....., N opérateurs de création
|0) vide.

a; ]0) état & une particule.

ajaf |0) état a deux particules.

afaf...al |0) état & N particules.

L’espace qui contient le vide et ’ensemble de ces derniers d’états s’appelle ’espace de

Fok . On peut écrire :

@, | 0) (1.31)

Pour cela, le vide satisfait a I’équation :

a, |0)=0,(0]|al =0 (1.32)
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Par ailleurs, les opérateurs a; et a,étant encore des opérateurs de création et d’annuhi-

lation de fermions, on a :

{og, 0} ={af, a0} =0 (1.33)

et

{CV;JLO&Z} = Ot

= {ukog — VpCus, U0y — vla7}

= (uj + Vi) (1.34)
Ce qui entraine a la condition de normalisation :
up +vp =1 (1.35)

Ce qui signifie que le transformation est unitaire, ou encore que la somme de probabilité

d’occupation et d’inoccupation d’un état | v) ou | U) est égale a l'unité.

1.5.1 Transformation inverse de Bogoliubov-Valatin

Dans le cadre de minimisé H b-v ne trouve pas une solution dans le cas des quasi
particule (langage mathématique) alors ils ont fait une petite transformation pour trouve
la solution de H simplifier ils sont ajouté un parameétre dans les derniéres équations apres
faire ses calcule

Sachant que :

Oy = Uyy, — Vyy0y

— +
= UpQ,, — VyAgp

Il vient :

= Uyag + vya,
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d’ou :

vuof = v, (upad + vyay) = veusad + via, (1.36)

UpCty, = Uy (Upy — Vya) = UE ., — UpVyay (1.37)

©

Et sommant les deux équations (1.36)et (1.37) terme a terme, il vient :

2 2 2, .2
T =ula, — uveal + vougal +via, = (uv + vv) ay (1.38)

Uy Qyy + VOt = Uy,

La transformation inverse s’écrite donc :

+

17

Ay = Uy Oy, + V(0

+
5 =

al =u,af +v,a5 (1.39)

On peut donc définie une nouvelle représentation appelée "représentation quasi particule"

dont le vide est noté |BC'S) ou |0), sera définie par 1’équation :

(BCS|a} =0, a,|BCS)=0 Vv

1.6 Equation de gap

On diagonalise approximativement "hamiltonien (1.24), en le linearisant par 1'utilisa-
tion du théoréme de Wick. Les parameétres u, et v, sont choisis de maniére a minimiser
la valeur moyenne de ’hamiltonien H calculée sur état |BC'S) et on exprime H en

représentation quasi particule.

H=H-\N
=> e (afay +afas) =G> afafaza, — N (afa, + afa)
v>0 v, 1 >0 v>0
=> (eo =N (afa, +afaz) =G> alalaza, (1.40)

v>0 vpu>0
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En utilisant le théoréme de Wick il vient :
M
+ + ) )
ata, =a’a,+:ata,: (1.41)
M
+ + cato
Az 0y = Qg Qg+ @ Qg Qg -
M n M m M M
+.,+ _ ot —ataoat +, 4t
Ay A, Oy, = Q) A Oy — Gy QG Ay +a; aua- ay
m Il
+.+ . B T P S S,
aral :a~a,:—a a~:ala,:+a a,:ala~:
+1/V N’U‘ v V|£|L+V# Vlif (142)
B st ot
+:a, a; : aﬁaﬂ L a,, aﬂ : a;aﬂ-l— tayay a;aﬁ
R )
+:a, A~ Gnly,
La théorie de Wick permet décrire I’hamiltonien H sous la forme :
H = E() + H11 + H22+Hresid avec Hresid = H22 + H33 + H44 (143)
ou :
Eq est une constante qui contient les termes entiérement contractés.
Hy, contient les produis normaux de deux opérateurs atet o
Hs,, contient les termes en a™a™et aa
H,esia (terme residuel) représente le produit normal : aja:{aﬁau :
_ 2 2 2 2
Ey = g (ex — N) (UU + UU) -G E (uvvvuﬂvﬂ + %5w%5vu)
v>0 v,u>=0
=2E (o — N V2 -G g uvvvuuvu—GE vl
v>=0 v, =0 v>-0
1
_ 1~2) 2 2 2
—25 <£v—)\—2GvU vy, Gg UL v,
v>=0 v>=0
G AN?
_ E : 2\ .2
EQ =2 (EU — A= E’UU Uy, — E (144)

v>-0



1.6. Equation de gap 15

ou l'on a posé :

AN=G Z Uy Uy (1.45)

-0
qui mesure la demi-largeur du gap.
Les détails des calculs de Hy; et Hgg se trouvant & 'annex.

L’expression de Hy; s’écrit alors :
Hy = Z {(ev —\) — G2 (ul, — v2) + 2Gu,v, Z uuvu} (ofas +atas)  (1.46)
=0
L’expression de Hyy s’écrit :
H22 = Z [2 (61) - A - GU,L%) UyUy — G (u% — Ug) Z UNUM] (O[;—Ofg —+ (]g,f)av) (]_47)
v>=0 =0
L’expression de H,..g;q s’écrit ;
H,esia = —G Z : ajaf{aﬁa# : (1.48)
o0

On a alors :

<H> — B =2y (gu A %v,%) -G (Z uvvv>2 (1.49)

En néglige le terme v! dans I'expression ( 1.44) on peut supposer que v est suffisamment
petite, il vient : ,
Ey=2 Z (ep — N2 =G (Z uvvv> (1.50)
v>0 v>0
L’approximation des quasi particules indépendantes consiste a annuler le terme Hoy et &
négliger les termes résiduel.

L’hamiltonien auxilaree H s’écrit alors :
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H=FE,+ Z B, (af o, + of ag) (1.51)
v>=0
ou :
B, = \/(sv —A—Gu2)? 4+ A2 (1.52)

est I'énergie d’une quasi particule.

Ainsi, la condition de normalisation du nombre de particules s’écrit :

n = (BCS| N |BCS)
n=(BCS|> afa,|BCS) = (BCS|Y  (afo, + afaz) |BCS)

>0

= (BCS| Z [(wal +vaz) (wa, + veaf) + (wod —va,) (wos —va))] |BCS)

v>-0

= (BCS| va (650 — aj o) + V) (6,0 — aj a,) |[BCS)

v>-0

n=>y 2u (1.53)

v>0

Les probabilités d’occupation et d’inoccupation, aprés les détails des calculs (voir

I’annexe), s’écrivent alors :

v? 1 -
AL cv (1.54)
us \/(av — A+ A2
De méme la condition de conservation du nombres de particules, s’écrit :
v — A — Gv?
=Y {1 —= & (1.55)

0>0 \/(5U — A —Gu2)® + A2

Les équations de gap sont alore :

A=G Z Uy Uy (1.56)
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L’énergie du systeme est definie par :

Epcs = (BCS| H |BCS)
— (BOS| (H + )\N) IBC'S)
— (BCS| H|BCS) + A (BCS| N |BCS)
=Ey+2\) v} (1.57)

v>-0

En remplacant 'expression Fy dans cette dernier, on trouve :

2
Epcs =2 Zevvz -G <Z uUUU> (1.58)

v>=0 v>=0

On remplace lexpression(1.56) dans cette defnére expression, 1'énergie du systéme de-
vient :
A2

EbcsiZZZEE:évvg——-Z? (159)

1.7 L’état BCS

Dans 'approximation des quasi particules indépendantes I’état fondamental |¢)) =
|BC'S) du systéme de particules est le vide de quasi particules. Il peut étre obtenu a
partir du vrai vide de particules |0) par élimination dans ce dernier de toutes les quasi
particules.

On peut donc écrire :

¥) = |BCS) = [ [ awes [0) (1.60)

v>-0
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En utilisant la transformation de Bogoliubov-Valatin inverse, ’expression (1.60) devient :

) = H (woto — voaf) (uas + vea) |0)

v>0
— H (udavas + uyvpapal — vousatas — viagal) |0)
v>-0
— H [uyvy (0p0 — atay) —viatal]|0)
v>=0
) = H (upvy — viatal H’UU uy + vaal) |0) (1.61)
v>=0 v>-0

En tenant compte du fait que 'état |¢) ou |BCS) doit étre orthonormalisé soit :

(Wl ey = T]v2 (0] (uy + voasay) (u, + veaiad) |0)

v>-0

_ HU 0| u? + upalag + vouyaza, + viaza,a aj{) |0)

v>-0

Wl) =] v (1.62)

v>0
Apres 'orthonormalisation, la fonction d’onde s’écrit comme :
) =] (w +voaiad)|0) (1.63)
v>=0

On voit bien dans cette derniére expression que les particules sont regroupées par paires.
D’autre part, on constate que I'état |BC'S) n’est pas état propre de l'opérateur nombre
de particules N, car cet état ne conduit pas a un nombre défini de particules.

Ceci signifie que 'état |BC'S) peut s’écrire comme suit :
|) =ag|N=0)+ay [N =2)+as|N=4)+...... (1.64)

L’état |BC'S) est donc une superposition d’états correspondant a différents nombre de

paries. Remarquons d’autre part que 'état | BC'S) tel que nous I’avons écrit ne peut s’ap-
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pliquer qu’a des noyaux pair-pairs puisqu’il ne peut contient que de paries de particules.

1.7.1 Valeur moyenne de 'opérateur nombre de particules

Dans le but de mesurer les fluctuation deu nombre de particules, calculons la valeur
moyenne en commengant par calculer 'action de N sur I'état |BC'S) .Compte tenu(1.25)

et (1.63), soit :

NIy = (afan +afas) [] (Uj + Uﬂf“f) 0)

v>0 7>=0
= Z alay, H (Uj + vjaja;r) |0) + Z atag H <U]‘ + waja?) |0) (1.65)
v>=0 70 v>=0 7>=0

Calculons le premier terme :

Z ata, H (uj + vjaja;) |0) = Z oy, (uy + voalal) [0) H (Uj + vja;ra;) |0)

v-0 j>=0 v>=0 J>0

= Uy vy + vyt apo o) |0 w; +viafat ) |0
v v v 0 J I3 75

v>0 7>0

— Zvvafj (6u0 — afay) af |0) H <Uj + vjaja;) |0)
v-0 7>0

— Zvv(aja;f + atata,al)|0) H (uj - Waja?) |0)
v>0 3>0

— Zvv(aja;f + atal (6vs — afa,))]0) H (uj + vjaja;) |0)

v>0 j>=0

_ Zvvafozg H (uj + zgajaj) |0) (1.66)

v>=0 3>=0
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Calculon le deuxiéme terme :

ZagaﬁH<u3+v] ) Za“av Uy + voafal) |0) H(uj—l—vja

v>-0 70 v>-0 j=0

)10)

— Z (uwoa as + veatazatal) |0) H (uj +vja;)a’ ) |0)

v>=0 7>=0

=> wal (6, —afaz)al |0) ]| (uj +vjaf

v>0 j>=0

) )

= —Zvv % U |0 H (UJ +UJ ) 10)

v>0 7>=0

= =Y vpa)al (655 —agas) [0) [ | (Uj +vja;

v0 -0
=S watai [] (uj + vja;a;) 10)
=0 j-0
Alors :
N |¢) = QZvva ot (Uj + vja;ra;r) |0)
v>0 7=0
On a

(@] = O (w + vja;a5)

30
(Y| N o) = (0] H uj + vja;0; QZUU gH (uj + vja;ra;) |0)
30 0 -0

La valeur moyenne de I'opérateur nombre de particules s’écrit :

WINW)=2) v

v>=0

1.7.2 Les états excités

)

(1.67)

(1.68)

(1.69)

(1.70)

Un noyau atomique peut étre excité dans un état vibrationnel qui est indépendant de

I’appariement des nucléons, comme il peut étre excité dans un état rotationnel dans le

cas non sphérique. En dehors de ces deux cas, on peut également avoir des états excités



